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Mathématiques EM11

FICHE D’EXERCICES N© 1
Nombres réels et fonctions usuelles

Exercice 1. Résoudre dans R les équations suivantes :
?=22—-1, 2°4+2+1=0, 2°4+624+8=0, 22+2:—-3=0, 2°+x=222 23+22%>—-62=0,

22 =522 +6x=0, 22°—322-17x—-12=0, 2z*—2°-1=0, 2*—-8%2+15=0,

11 11

erIZE7 z+1 =z

V2r+l=2+2 V1i-2z=2-1, z—+/2—-1=0, z—+vz—-1-2=0.

1 1
+1, z2+-=2, z4+—=1,
x x

Exercice 2. Déterminer les réels m tels que I’équation
2m -1z +2(m+ 1Dz +m+3=0

admette deux racines réelles distinctes et inférieures ou égales a 1. [m €]-4, —4/5] U1/2, 1] |

[+7/6 + 272, (—=77/12 + 27Z) U (137 /60 + 27Z/5), {—= /4, ©/12} + =2,

Exercice 3. Résoudre les équations suivantes :

{—7/6, —5m/6} + 27Z]

COST = ?7 Sin (2$ - g) = sin (33}‘1‘ g)a

V3cos(2z) —sin(2z) =1, 2(sinz)? — 3sinz — 2 = 0.

Exercice 4. Démontrer que les inégalités suivantes sont vraies pour toute paire x,y de réels positifs. On

précisera les cas d’égalité :

T4y 1
Vry < 5 T+ —>2.
X

Exercice 5. Montrer que ||sinz| — |siny|| < |sin(x + y)| < |sinz| + | siny| pour tous z, y € R.

Exercice 6. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

3r+1>1-22, 22—-204+1>0, 224+6x+8<0, 2°—5z2+6x<0,

22 —9 2 — 10 1 1
> -+ <0,

>x—5x—2
20+1 ~ 7 x+1 =rTor o z41

Vi—z>22-3 Ve—1>2r-3, Vo+1l<v2—2z, log2—2% >0,

1 1
w1l<l2=al, o +2+1/<3, |o+2l+|o+2>5 lo+2l+|-+2>0.

est un entier. 12]

V2
Exercice 7. Montrer, en le calculant, que le nombre (\/5\/5)

Exercice 8. Simplifier les expressions V2V645 V'S \%I\/g( 3 \5/1)2
. X : 5 - . [2, 4]
P P V16v/16% 32048 V2

Exercice 9. Simpifier les expressions suivantes, aprés avoir précisé pour quelles valeurs de x elles sont définies

. Log(Log )
Log(Log(e)), & Logs

ch(Log(z + v 22 — 1)), sh(Log(z + vx2 +1)).



[z, Logz, =, =]
Exercice 10. Montrer qu'on a (chz + shz)” = chna + shnz pour tout € R et tout n € N.

Exercice 11. Montrer que pour tout entier p et tout réel x, on a E(z + p) = E(x) + p.

Exercice 12. Trouver tous les réels z tels que F(y/z) = v/ F(x). [ € Uken [£2. 62 +1])
Résoudre dans R léquation F(vz2 + 1) = 2. = € |-V, —v3] U [V3. V&[]
Exercice 13. Calculer les sommes suivantes : Z(k +3), Z(k +2), Z(k +1).

k=1 k=0 k=3

Exercice 14.
a) Calculer la « somme télescopique » > ,_,((k +1)* — k3) pour tout n.
b) Développer et simplifier Pexpression (k + 1)% — k3.
¢) En utilisant a) et b), exprimer la valeur de Y_;'_, k? sans utiliser le symbole somme.
d)

Exprimer sans utiliser le symbole somme la valeur des sommes :
n n
Sk+1)2 D (k+1)(k—1).
k=1 k=1

3

e) Imaginer une méthode pour exprimer la valeur de Y ;_, k® sans utiliser le symbole somme.

Effectuer le calcul.

Exercice 15.

a) On fixe un entier n. Résoudre dans R 'équation :  >;_ (z — k) = 0.

b) Méme question avec 'équation: 63 ,_ (x—k)? = n(n+1)(2n+1). On utilisera le résultat de Pexercice 14.

1 1
Exercice 16. Prouver que, pour tout entier n > 1, on a : —=1- .
qaue, p = kz_l k(k+ 1) nt 1
(On pourra calculer + — k—_H pour tout k.)
1 _ qn+1
Exercice 17. Démontrer que ZZ:O ¢ = 17_(1 pour g # 1, et calculer cette somme lorsque g = 1.

Exercice 18.

a) Montrer que pour tous z € [1,4o0[et n € N\ {0,1} on a 2" — 1> n(z —1).
L’inégalité est-elle toujours stricte 7 On pourra utiliser 'exercice 17.

b) Soit n > 2 un entier. Prouver qu’on a :

(§)n+l 1+3+32++3n - 1(%)”4‘1
2 1+24+224+..+27 7 3\2 '

n
Exercice 19. Pour tous n € N*, z € R, on pose Sy, (z) =1+ 2z + 32 + - -+ na" "1 = Z kxF1,
k=1

a) Prouver qu'on a (1 — ) E z¥ — nz™  pour tous z, n.

b) En déduire I’expression de S, (z) en fonctlon de n et x, sans symbole somme.
On pourra distinguer les cas x = 1 et = # 1.

c¢) Imaginer de méme une méthode pour exprimer directement en fonction de n et z la somme :

n

To(r) = 144z +92° + ..+ 0’2" =) kPab
k=1



d) Voyez-vous un rapport entre les formules trouvées et des calculs de dérivées de fonctions de R dans R?

Exercice 20. Exprimer les produits suivants sans le signe produit, n étant un entier naturel non nul :

ﬁQ, ﬁQ’f, ﬁn+1— ﬁ(n—i—l— ﬁ<1—).
k=1 —

k=1 k=1 k=1 =

Exercice 21.
a) Résoudre dans R l'inéquation z(z + 1)(z + 2)(x + 3) > 0.

n
b) Méme question avec l'inéquation : H(x — k) > 0, n étant un entier naturel fixé.
k=1
Le réel —\/m est-il solution ?

Exercice 22. Etudier les ensembles de définition des fonctions définies par les formules suivantes :

Exercice 23. Dire, parmi les fonctions suivantes, celles qui sont paires ou impaires.
f@)=a+a, f(x)=a"+a+1, f(z)=C (constante), f=id, f(z)=E(), f()=(z—E(z)-1/2)%
Montrer que la derniére de ces fonctions est périodique.

Exercice 24. Exprimer le plus simplement possible les composées de fonctions suivantes, en mettant les
polyndmes sous forme développée :

a) fogetgofavec f(x) =23 g(x)=2—1x;
b) fof, folfof), (fof)of, folfo(fof)) avee f(z)=—=1r.
c) fogetgo favec g(x) =E(z), f(z) =z — E(x).

Exercice 25.

a) Si f(x) =ax+bet g(z) =dx+ b sont deux fonctions affines, montrer que f o g est affine et calculer sa
pente et son ordonnée a 'origine en fonction de a, a’, b, b'.

b) Trouver toutes les fonctions affines f telles que fo f =id
Existe-t-il d’autres fonctions ayant cette propriété ?

c) Montrer que les seules fonctions affines f telles que foE = Eof sont celles mises en évidence & ’exercice 11.

T+t
Exercice 26. Soit z < y deux nombres réels, et f :]0,+o0o] — R la fonction définie par f(t) = 1—~—_|—ty
Etudier 1a. monotonie de f (sans calculer de dérivée). [F(8) — () = (t — s)(y — @) /(1 + £)(1 + )]

Exercice 27. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle I C R. Pour tout € I on pose

M(z) = max(f(z),g(x)) et m(z)=min(f(z),g(z)).

Montrer que les fonctions M et m sont croissantes si c’est le cas de f et de g.

Exercice 28. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :




Exercice 29. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

2

f(z) = (sinz)®,  f(z) = tan(5z), f(z)=e",
f(x) =1—2(cos x)2, f(z) =log(3z), f(x)=log(sin(5x)).

Exercice 30. Etudier le sens de variation des fonctions suivantes :

1
=242 +1 R f(x)=——
flx) =2+ sur Ry, f(x) P

sur R\ {-1,0}, f(z)=+v2?2+1surR.

Exercice 31. Etudier et tracer le graphe des fonctions :

{E2 .’L'3
f@) =L f@) =, f@) = Ve oL

x2 -1’ x2 -1’

Exercice 32. Fonctions trigonométriques hyperboliques. On pose pour tout x réel :

ch(z) = % et sh(z)= "%

a) Etudier les fonctions ch et sh, et tracer leur graphe.
b) Montrer que sh est bijective.

c¢) Reésoudre I’équation sh(z) = y d’inconnue z, et en déduire 1’expression de la fonction réciproque de sh.



