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Durée : 2 heures. Aucun document ni calculatrice n’est autorisé. Les 3 exercices sont indépendants.
La notation tiendra compte de la qualité et de la précision de la rédaction.

Exercice 1.
Pour tout = € R et n € N* on pose f,(z) = (1+ £)".

1. Montrer que la suite de fonctions (f,), converge simplement vers une fonction qu’on calculera.

2. On pose gn(z) = In(fn+1(2)) — In(fn(z)) pour z € J—n, +ool.
Etudier les variations, puis le signe de g,.

3. Montrer que la suite de fonctions (fy), converge uniformément sur tout compact de R.

Exercice 2.
Soit E un espace vectoriel normé et T' € L(E) une application linéaire continue.
Pour tout nombre complexe A on note E\(T) ={z € E | T(x) = Az}.
On note B ={z € E | ||z|| <1} la boule unité fermée de E et \B = { Az |z € B} = {z € E| ||z|| < |Al}.
On suppose que 'adhérence de T'(B) dans E est compacte et on fixe A € C\ {0}.
1. Montrer que ABN EX\(T) C T(B).
2. En utilisant les propriétés élémentaires des compacts, montrer que B N E)(T') est compact.
3. Montrer que le sous-espace propre E)(T') est de dimension finie.

4. Ce résultat est-il encore vrai pour A=07

Exercice 3.

On considére I'espace H = L?([0,1],R) muni de la norme || - [|2. On note £(H) l'espace des applications
linéaires continues de H dans H, muni de la norme d’opérateur ||| - |||.

Pour toute fonction K € C(]0, 1]2 ,R), on considére 'opérateur a noyau associé T': H — H, donné par la
formule suivante :

T(f)(s) = /0 K(s,0) f(t)dt. (+)

On note Pol  C([0,1])?,R) le sous-espace des fonctions polynomiales.
1. (a) Montrer que pour f € H et s € [0,1] on a [T'(f)(s)| < [|K|lcoll fll2-
(b) Montrer que I'application linéaire T" est bien a valeurs dans H, continue, et que ||T]| < || K| co-
2. On considére le cas ot le noyau K est polynomial : K(s,t) = Zl]cV:O Zl]\io ak7lsktl.

(a) Montrer que T'(f) est alors un polynéme, dont on calculera les coefficients en fonction des
coeflicients ay; et des moments de f donnés par la formule my(f) = fol tf(t)dt.

(b) Montrer que dans ce cas T est une application linéaire de rang fini, i.e. dimIm7" < 4o0.

3. Montrer que toute fonction continue K € C([0,1]?,R) est limite uniforme de polynémes P € Pol.
On appliquera le théoréme de Stone-Weierstrafl aprés avoir soigneusement vérifié ses hypothéses.

4. Montrer que tout opérateur a noyau 7" associé a un noyau K continu sur [0, 1]2 est limite dans L£(H)
d’applications linéaires de rang fini.
Les questions ci-dessous sont indépendantes des questions 1 a 4.
5. Soit S € L(H) une application linéaire continue telle que [[Id — S||| < 3.
(a) Montrer qu'on a [|S(f)|2 > 1|/ f|l2 pour toute f € H. En déduire que S est injective.
(b) L’application identité Id est-elle limite d’applications linéaires de rang fini dans L(H)?



