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COMPACITE

Exercice 1.

a. On munit M, (R) de la norme ||(m;;);;|| = max;; |m;;|. On note O,, C M, (R) '’ensemble des matrices orthogo-
nales. Montrer que O,, est compact.

b. Soit £ un EVN. On note B la boule unité fermée de E et S la sphére unité de E. Montrer que B est compacte
si et seulement si S est compacte. Pour quels espaces E la sphére S est-elle compacte ?

c. (i) On fixe A € R et v € R™. Montrer que F' = {M € M, (R) | Mv = v} est fermé.
(ii) On fixe A € R. Montrer que G = {M € M,(R) | Jv # 0 Mv = v} est fermé.

Exercice 2. Soit F un R-EVN et K C E une partie compacte, convexe, non vide. Soit T' € L(E) une application
linéaire (ou affine) continue telle que T(K) C K. On veut montrer qu’il existe = € K tel que T'(z) = z. Pour cela on
note T, = L Y0 T*.

a. Montrer que T, (K) est un fermé contenu dans K pour tout n.

b. Montrer que 1T,,T,, = T,,T,.
En déduire que Tp,, (K) N ---N T, (K) est non vide pour toute famille finie d’indices ny,...,n,.

c. Montrer que L = (,, T,,(K) est non vide. On fixe z € L.
d. On fixe n € N* et on choisit y € K tel que x = T},(y). Calculer T(x) — x en fonction de y. Conclure.

Exercice 3. On définit une suite de fonctions f;, : [0, 1] — R par récurrence en posant, pour tout ¢t € [0,1] : fo(t) =0
et fnp1(t) = fu(t) + %(t - fn(t)Q)
a. On fixe t € [0, 1]. Etudier la suite récurrente (f,(t)),.
On montrera notamment qu’elle est croissante et converge vers un réel g(t) que l'on calculera.

b. Montrer que la suite de fonctions (f,), converge uniformément vers g.

Exercice 4. (partiel 2021) On définit une suite de fonctions f,, : [0,1] — R en posant fo(x) =1 et

frn@) = 5 (1) + 755)-

a. A l'aide d’une étude de fonction, montrer qu'on a 3 (¢t + %) > \/z pour tous ¢ € ]0,1], z € [0,1].
b. En déduire que, pour x € [0, 1] fixé, la suite (f,,(x))n est décroissante.

c. Montrer que la suite de fonctions (f,), converge uniformément vers une fonction que ’on déterminera.

Exercice 5.

a. Soit X, Y des espaces métriques compacts et h : X X Y — R une fonction continue. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il
existe n € N et des fonctions continues f1,...,f, : X = R, g1,...,9, : ¥ — R telles qu'on ait |h(z,y) —

ST, fi(@)gi(y)] < ¢ pour tout (z,y) € X x V.
b. Montrer que toute fonction continue A : [0,1] x [0,1] — R est limite uniforme de fonctions polynomiales.

Exercice 6.

On note C(R?,R) I'espace des fonctions continues bornées sur R?, que I'on munit de la norme du sup.

Soit X une partie fermée de [0,1]>. On note R : C(R2,R) — C(X,R), f > fix Tapplication de restriction.
En utilisant le théoréme de Stone-Weierstrafs, montrer que l'image A = Im(R) de R est dense dans C(X,R).

Exercice 7. Soit D = {z € C | |z| < 1} le disque unité fermé dans C. On note A C C(D,C) le sous-espace des
fonctions polynomiales f(z) = Y _, axz” (avec a € C) et on munit C(D,C) de la norme du sup.

a. Montrer que A est une sous-algébre unifére de C'(D,C) qui sépare les points.

b. Montrer que I'application ¢ : f + (27)~! 027T f(ett)dt est continue sur C(D, C).

c. Montrer que pour tout f € A on a ¢(f) = f(0).
d. Montrer que A n’est pas dense dans C(D,C).

e. Quelle hypothése faut-il rajouter au théoréme de Stone-Weierstrafs dans le cas de fonctions & valeurs complexes 7



Exercice 8. On considére l'espace E = C([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme || - ||, et 'espace
F =C'([0,1],R) de muni de la norme N : f — || f|lc + || f||oc- On fixe un sous-espace V.C E N F fermé dans E.

a. Montrer que V est fermé dans F. Montrer que Id : (V,N) — (V,|| - ||co) est continue.
D’aprés le théoréme des isomorphismes de Banach, ’application réciproque est également continue.

b. Montrer que les normes || - ||c €t N sont équivalentes sur le sous-espace V.

c. On note B la boule unité fermée de V relativement & la norme || - ||oo- -
Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que toutes les fonctions f € B sont lipschitziennes de rapport C.

d. Montrer que B est équicontinue.

e. Montrer que V est nécessairement de dimension finie.

Exercice 9. (partiel 2021)
Soit K € C([-1,1]*,R). On considére I'opérateur a noyau T : C([—1,1],R) — C([—1,1],R) associé a K, c’est-a-dire
donné par la formule suivante, pour f € C([-1,1],R) et s € [-1,1] :

T(f)(s) = / K(s (0t

On munit [—1,1] de la distance usuelle et [~1,1]* de la distance d((s, t), (s',t')) = |s — &'| + [t — t'|.
On munit C([—1,1],R) et C([=1,1]*,R) de la norme du sup, notée | - ||so.
a. Rappeler les théorémes (et notamment leurs hypothéses) qui permettent d’affirmer :
— que K est bornée sur [—1, 1]2,
— que K est uniformément continue sur [—1,1]°.
Rappeler la définition de la continuité uniforme de K sur [—1,1]
b. On admet que T'(f) est bien un élément de C([—1, 1],R) pour toute f € C([-1,1],R).
Montrer que ’application linéaire T est continue.
c. Onfixe e > 0. Montrer qu’il existe a > 0 tel qu’on ait |T(f)(s)=T(f)(s")| < 2¢||f|lcc pour toute f € C([-1,1],R)
et tous s, s’ € [—1,1] tels que |s — §'| < a.
d. Onnote B={f € C([-1,1],R) | || flloo < 1} la boule unité fermée de C([—1,1],R).

Montrer que ’adhérence de T'(B) dans C([—1,1],R) est compacte.
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Exercice 10. (Partiel 2018)
On considére 'espace E = {f : [-m, 7] = C | f continue et f(—n) = f(7)}, muni de la norme || - [|s. On note B C E
le sous-ensemble formé des fonctions f: ¢ +— >, , cre™ avec 3o, (1 + k?)|e]? < 1.

1/2
a. Soit (cx)rez telle que Y, ., (1 + k?)|cx|* < 1. Montrer que >, .5 |cx| < (Zkez ﬁ) )
On pourra utiliser linégalité de Cauchy-Schwartz pour les séries.

Le résultat de la question 1 montre en particulier que pour f € B la série de fonction f(t) = >, cpe™t converge
normalement, donc f est bien continue.

: 1|k ikt|2 _
b. On fixe t € [—m, 7w]. Montrer que i;n% Y okez 1azle —eME =0,

) ) 1/2
c. On fixe f € B. Montrer qu'on a |f(s) — f(t)] < (Zkez ﬁkms - e““t|2) pour tous s, t € [—7, 7.
d. On fixe t € [-7, 7] et € > 0. A I'aide des questions 2 et 3, montrer qu'il existe a > 0 tel que |f(s) — f(t)| < e
pour tout s tel que |s —t| < « et pour toute f € B.
e. Montrer que 'adhérence de B dans E est compacte.

f. Soit (fn)n € E une suite de fonctions.
On suppose que chaque f,, est de classe C' et vérifie (7| fn(t)]2dt <7 et [7_[f()]2dt < 7.
Montrer que (f,), admet une sous-suite qui converge uniformément.

La question 6 utilise des résultats de la théorie des séries de Fourier. On rappelle notamment l'identité de Parseval :
Swez lerl* = 5= [T 1F(0)|2dt, pour [t Y, cp cre™.



