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UFR SCIENCES MATHEMATIQUES
M1 MATHS ESPACES FONCTIONNELS

OPERATEURS POSITIFS

Exercice 1. On considére H = L*([—,n],C) muni du produit scalaire hermitien (f|g) = 5= [*_ f(t)g(t)dt. On note

K le sous-espace fermé engendré par les fonction e, : t — ¢, n > 0 et P la projection orthogonale sur K.
Par ailleurs on note C l'espace des fonctions f : [—m, 7] — C continues et telles que f(—m) = f(x). Pour f € C et
g € K on note Tr(g) = P(fyg).

a. Montrer que Ty est un opérateur borné sur K.

b. Pour ¢, j € N exprimer (e;|Tye;) a 'aide des coefficients de Fourier de f.
En déduire que Ty =T, = f = g.

c. Montrer que T]T =T} et que Ty est un opérateur positif si f est une fonction positive.

Exercice 2. On fixe r € ]0, 1[. On considére 'espace (H, || - ||) des suites x = (2, )nen telles que o = 0 et
212 = (X, en I~ " Va0 — r~"2,|?) converge.

a. Montrer que H est un espace de Hilbert. Quel est le produit scalaire associé ?
b. Montrer que pour tout n € N la forme linéaire ¢,, : © — x, est continue sur H et que [|p,] < r™*v/n.

Montrer que pour tout n € N il existe y,, € H tel que (y, | ) = pn(x) pour tout = € H.
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d. On note ¥, = (Yn,k)ken. Montrer que Y, = " min(n, k) pour tous n, k € N.
On pourra fizer k, n et considérer la suite v = (r' min(k,1));en.

e. Montrer que pour toute suite a = (a, ), € ¢*(N) il existe un vecteur y, € H tel que (z | ¥a) = > peg @n(z | yn)
pour tout z € H.

f. On considére I'opérateur T : ¢2(N) — ¢?(N) définit par T'(a)r = Y e @™ min(n, k).
Vérifier que T est bien défini et continu.

g. Montrer que T est positif. On pourra calculer (y, | yo) & Uaide de T.

Exercice 3. Soit H un espace de Hilbert et T € £L(H) un opérateur borné tel que T* = T.
a. Rappeler la définition de |T|. Montrer que Ker |T| = Ker T. On pourra calculer |||T|(x)]||?.
b. Montrer que (T — |T)(T + |T]) = 0.
c. On note K, = Ker(T + |T|)*, K_ = Ker(T — |T|)*.
Montrer que K 1 K_, puis que Kj: NK+ =KerT.
On a ainsi une décomposition en somme directe orthogonale H = K_ ® KerT @& K.
d. Montrer que T = |T| sur K @ KerT et T = —|T| sur K_ @ KerT.
Montrer que (K1) C Ky et T(K_) C K_.
e. Montrer qu’il existe deux opérateurs positifs T, T_ € L(H) telsque T =T —T_ et |[T| =T +T_.

f. Montrer que T' < |T|.

Exercice 4. On considére I'espace H = L?([0,1],C) muni de la norme || - ||2. On note £(H) I'espace des applications
linéaires continues de H dans H, muni de la norme d’opérateur.
Pour toute fonction K € L?([0, 1]2 ,C), on consideére I'opérateur a noyau associé T : H — H, donné par la formule

T(f)(s) = / K(s,1) f(t)dt.

a. Montrer que T est une application linéaire continue et que ||T'|| < || K]||2.

b. Montrer que ’adjoint T* de T est un opérateur & noyau.
On précisera quel est le noyau K* : [0, 1]2 — C correspondant a T*.

c. Soit Ty, Ts les opérateurs a noyaux associés a deux fonctions Ki, Ko € C([0, 1]2 ,C).
Montrer que T3 = T7 oT5 est encore un opérateur a noyau. On exprimera la fonction K3 correspondante comme
une intégrale a parameétres faisant intervenir K, et K.
d. On considére le cas out Kq(s,t) = t* et Ka(s,t) = s!, en convenant que 0° = 0.
Calculer le noyau K3 correspondant a 17 o Th.
e. On considére le noyau K : (s,t) — (s +t+1)7L.
Montrer que l'opérateur a noyau 7" associé a K est un opérateur positif.



