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Dans ce sujet les fonctions mathématiques f, g sont implémentées par des procédures Python f(x), g(x) qui renvoient la
valeur de la fonction étudiée au point x.

Exercice 1.

a. Que fait la procédure Mystére suivante ? Quel nom porte cette méthode ?

def Mystére(f,a,b,y):
x = (a+b)/2
while b-a > 1e-10:
if (f(@)-y)*(f(x)-y) < 0: b =x
else: a = x
x = (a+b)/2
return x

Proposer une modification de cette procédure qui réalise moins d’appels a la fonction f£.

b. Soit f : R — R une fonction dérivable. La méthode de Newton consiste & rechercher un zéro de f en l'approchant
par une suite (zp)r définie par récurrence. Faire un schéma pour expliquer graphiquement comment xj11 est défini
en fonction de f et xp. Donner la relation de récurrence correspondante.

c. Ecrire une procédure Newton(f,g,a,b) qui renvoie un zéro de £ dans l'intervalle [a,b] & I'aide de la méthode de
Newton, en partant du point x = (a+b)/2. L’argument g sera utilisé pour fournir a la procédure la dérivée de £. Plus
précisément, la procédure retournera un réel x € [a,b] tel que abs(£f(x)) < 1le-10. Si la méthode de Newton fait
sortir de 'intervalle [a,b], la procédure retournera None.

Exercice 2. On représente un polynoéme P(z) = ZZ:O arz® par laliste L = [ag,...,a,] de ses coefficients.

a. Ecrire une procédure Eval(L,x) qui calcule la valeur en x d’un polynéome donné par la liste L de ses coefficients. On
utilisera de préférence la méthode de Horner pour ce calcul.

b. Ecrire une procédure Dérivée (L) qui calcule la dérivée d’un polynome, au niveau des listes de coefficients. L’argument
L aussi bien que la valeur retournée par la procédure sont donc des listes de coefficients.

On définit une suite de polynémes P,, par récurrence en posant Py =1, P| = 3X et

2n+3 n+2
Pri1(X) = n-+]‘)(}%()()__;;;ji

Py 1(X).

On admet que le polynéme P, admet n racines deux-a-deux distinctes dans lintervalle [—1, 1].

c. Ecrire une procédure Récurrence(Q,R,n) qui retourne la liste des coefficients de P, si on lui passe en argument
I'indice n et les listes Q, R des coefficients de P,, et P,_1.

d. Ecrire une procédure Critiques(L,Z) qui retourne la liste des racines de P si on lui passe en argument la liste L des
coefficients de P, et la liste Z des racines de P,. On suppose qu’on dispose d’une procédure Zéro(f,a,b) qui retourne
un zéro de la fonction f entre a et b.

e. Ecrire une procédure Norme (L,2) qui retourne la norme ||P||oo = sup,¢(_1 17 |P(z)| du polynéme P et un point x ou
cette norme est atteinte, si on lui passe en argument la liste L des coefficients de P et la liste Z des racines de P’. On
évitera de procéder a un balayage « naif » de 'intervalle.

Exercice 3.
a. On souhaite calculer une valeur approchée de I(f,a,b) = f; f(t)dt a Taide de la méthode des trapézes.

Expliquer sur un schéma le principe de la méthode. Ecrire la formule pour I'aire d’un des trapézes (avec des notations
a préciser sur le schéma). Donner la formule pour la valeur approchée J,(f, a,b) de I(f, a,b) obtenue avec n trapézes.

b. Ecrire une procédure Trapézes(f,a,b,n) qui calcule Jp(f,a,b).

On reprend la suite de polynémes P, de l'exercice précédent. On souhaite vérifier que ces polyndémes sont deux-a-deux
orthogonaux pour le produit scalaire

(flg) = /_1f(t)g(t)(1 —t?)dt.

c. Ecrire un programme qui utilise les procédures de cet exercice et de Pexercice précédent pour vérifier I'orthogonalité
de P, et P, pour 0 < m < n < 6. On calculera les intégrales avec 10° trapézes.



