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SERIES DE FONCTIONS

sin(nz
Exercice 1. On considére la série de fonctions (3, < fn) avec fr, :R - R, 2 +— %
= n
a. Montrer la convergence simple de la série sur R. On note g(z) = >, fn(x) pour tout z € R.
b. Montrer que la série (>, -, fn) converge normalement sur R. En déduire que g est continue.

c. Montrer que g est dérivable sur R.

cos(nx

Exercice 2. Pour tout n € N*, on définit f,, : R — R en posant f,(z) = %
n?+x

a. Montrer que (>, fn) est simplement convergente sur R.

b. Montrer que la somme f = Z:ﬁ fn est continue sur R.

c. Montrer que zrgg}oof(x) =0.

Exercice 3. Pour tout n € N, et pour tout « € R, on pose f,(x) = xe ",

a. La série de fonctions (3, f,) converge-t-elle simplement sur R 7
b. Converge-t-elle normalement sur R ? et sur [a, +oo[ avec a > 07 On procédera & une étude de fonction.

c. Calculer S(z) = >0 fu(x) pour tout z € Ry.
La série de fonctions (>, fn) converge-t-elle uniformément sur R, ?

Exercice 4. Pour tout n > 1 et pour tout z € R, on pose f,(z) = %arctan =
a. Soit a un réel strictement positif. Montrer (3, fn) converge normalement sur [—a, al.
b. Soit f=>"7°, fu la fonction somme.
(i) Montrer f est continue sur R.
(ii) Montrer f est dérivable sur R.
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x+nd
a. Montrer la convergence simple de la série sur Ry. On note g(z) = >~ f,(z) pour tout = € Ry.

Exercice 5. On considére la série de fonctions (3, <, fn) avec f, : Ry = R, 2+

b. La série (3, <, fn) converge-t-elle normalement sur R 7
¢. On fixe a > 0.
(i) Montrer que pour tout z € [0,a] on a |f,(z)] < (n + a®)/n®.
(ii) Montrer que la série (3,5, fn) converge normalement sur [0, al.

d. Montrer que g est continue sur R,.
Exercice 6. Pour tout z > 0 et tout n € N* on pose
—nx

fal@)= S et gla) = fula).

n2

a. Montrer que la série (> f,,) converge normalement sur R;. Montrer que g est continue sur R.

b. La série (>_ f!) converge-t-elle normalement sur R, ? et sur [a, +o0o[, avec ¢ > 07
Montrer que g est de classe C? sur R* . Déterminer lim, o g(x) et lim, o ¢’ ().

c. Calculer g”(z), puis ¢'(x), pour tout x > 0.
d. Montrer que
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Exercice 7. On considére la série de fonctions (), .y« fn) avec fr, : Ry = R, x> s
n+x

a. Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur R .

On note f(z) =", fn(z) pour tout = € R.

Montrer que f est dérivable sur R..

La série (3 f,) converge-t-elle normalement sur Ry ? sur [a,b] avec 0 < a < b < +00?
Montrer que f est continue sur R,.
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Montrer que lim, o, f = 0.

Exercice 8.

a. Pour quelles valeurs de z € R la série de terme général fT; est-elle convergente ?

b. Soit f(z) = 327> sz’ pour tout x € [—1,1]. Montrer que f est continue sur [—1,1] et de classe C* sur | — 1, 1[.
c. Calculer la dérivée de la fonction g définie par g(x) = f(z) + f(1 — ) + (logz) log(1 — z).
+oo +oo
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d. Démontrer la formule nz::l 2= (log2)~ + ;:: Pk

Exercice 9.

a. Montrer que la série de fonctions de terme général f,(z) = converge simplement sur R .

1
n(l + nx)
Montrer que la fonction S = 220:1 fn est positive et décroissante.
Montrer que S est continue sur R* et déterminer lim, o S().
Soit Sy, (z) = >_p_; fx(z). Montrer que pour tout n > 1 et pour tout z > 0, S,(z) < S(x).
Montrer que lim,_,o S(z) = +o0.
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Exercice 10. Pour tout x > 1 on pose

=1 oo qt "1 Lt
= — = t d,(x) = — = —.
; kz’ f(x) /1 tx ¢ (.’1?) Z kx / tz

k=1 1
a. Justifier le fait que ((x) et f(z) sont bien définies pour x > 1. Calculer f(z).
Montrer que la suite de fonction (d,,), converge simplement sur |1, +o0o[ vers une fonction d a déterminer.
b. Montrer que pour tout k € N* et tout z > 1 on a

1 /k’“ dt 1 1
0< — — R Q.
k., ottt Tk (k+1)"

En déduire un encadrement de d(z) — d,,(z).
c. Montrer que la suite de fonctions (d,,),, converge uniformément vers d.

d. Soit H, =>"}_, % les sommes partielles de la série harmonique.
On rappelle qu’il existe une constante v € R telle que H,, = In(n) + v + o(1).
Montrer quon a ((z) = 5 + v + o(1) lorsque = — 1.

Exercice 11. Pour z € C et = > 0 on rappele que 27 = exp(zIn(x)) € C. On considére les séries de fonctions

C(Z):Z; et n(z Z

n=1

n+1

a. Montrer que |2*| = z%¢(?). En déduire que ¢ et 1) sont bien définies et continues sur H = {z € C | Re(z) > 1}.
b. On pose g,(z) = (—1)"*!/n=.
1—(1—5)7

(i) Montrer qu’on a gan—1(2) + gan(2) = ﬁ
En déduire un équivalent simple de go,,—1(2) + gan(z) lorsque n — co.
On admet que le DL1(0) de (1 +t)* reste valable pour « € C.

(ii) Montrer que (}°,~; 92n—1(2) + gan(2z)) converge absolument si Re(z) > 0.

(iii) En déduire que 7 est bien définie sur K = {z € C| Re(z) > 0}.

c. (i) Lorsque Re(z) > 1, déterminer une relation entre ((z) et n(z).

On pourra observer les simplifications dans la différence ((s) — n(z).

(ii) Déterminer 'ensemble Z = {z € C | 1 — 2'7* = 0}.

On étend ¢ & K/ = K\ Z grace a la relation entre ¢ et 7. C’est en fait 'unique maniére de prolonger ¢ en une fonction

dérivable au sens complere sur K’'. On peut alors poser la fameuse question : si z est un zéro de ¢ dans la bande
0 < Re(z) < 1, a-t-on nécessairement Re(z) = £ ?



