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DERIVEES PARTIELLES ET EXTREMUMS

Exercice 1. Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

— [ (z,y) = 2%y + 20 — 3y + 12,

— fi(x,y) — 22y3 + 32y — v,

o f : (x,y) = xy COS(y) + Sin(xy)a

— fi(zy) = (z+2y)(22 +y) +sin(2),
— fri(zy) = e £ (z —y)?,

— fi(z,y) I;:Z%ip

— [ (z,y,2) = 222 + ayz + y22.
Exercice 2. Soit f : R — R une fonction de classe C*.

a. Soit g : R? — R la fonction définie par g(z,y) = f(zye(ZQ*yZ)). Montrer que la fonction g est de classe C* et
calculer les dérivées partielles de g au moyen de f’.

b. Soit h : R — R? la fonction définie par h(z,y) = (z + f(zy), Tyﬂ) Montrer que la fonction h est de classe
C' et calculer les dérivées partielles de h en tout point de R2.

Exercice 3. Soit f : R? — R une application de classe C! et soit g : R? — R I’application définie par

g(z,y,2) = f(2® — 9?0y = 2, 2% —2?).
Montrer que g est de classe C! et que pour tout réel ¢ on a
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am(t,t,t)+ ay(t,t,t)+ aZ(t,t,z&) =0.

Exercice 4. On définit une fonction f : R? — R en posant f(0,0) = 1 et, pour (z,y) # (0,0) :

.’I,‘2+y2

f(xay>:m-

a. Vérifier que f est bien définie et de classe C' sur R? \ {(0,0)}.
b. En étudiant la restriction de f aux droites d’équation y = ax, montrer que f n’est pas continue en (0, 0).

c. Montrer que f admet des dérivées partielles d’ordre 1 par rapport a = et y en (0,0).

Exercice 5. On considére la fonction f : R? — R définie comme suit :
fla,y) = Viwyl+ (@ +1)° + .

a. Montrer que f est continue sur R? et qu’elle admet des dérivées partielles par rapport & = et y en tout point
(x,y) tel que = # 0 et y # 0.

b. Montrer que f admet en (0,0) des dérivées partielles par rapport & = et y qu’on calculera.

c. Etudier I'existence de g—i et %J.; en (a,0) pour a # 0.

Exercice 6. Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions définies par les expressions suivantes, et vérifier la
validité du théoréme de Schwarz :

r—y
z+y’

fla,y) = 9(z,y) = z¥; h(z,y, 2) = x2° + y?z + ay'z.

Exercice 7. Soit g : R? — R une application de classe C? et soit f : R? — R? 'application définie par
f(z,y) = (2° + y* xy) pour tout (z,y) € R,

Montrer que g o f est de classe C? sur R? et calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de g o f en fonction des dérivées
partielles de g.



Exercice 8. Soit u : R} — R une fonction de classe C? et soit f : R?\ {(0,0)} — R la fonction définie par
f(x,y) = u(v/22 + y?). Montrer que la fonction f est de classe C? et que pour tout (x,y) # (0,0) on a I’égalité :

2 52
%(%) 35( y) = (r)+%u/(r) o r=+/22 4+ 2.

Exercice 9. Soit f : R? — R l'application définie par

y4

flo,y) =< 22442
0 si (z,y) = (0,0).
a. Montrer que f est de classe C' sur R? et C? sur R?\ {(0,0)}.
*f *f
Oxdy Oyox
c. f est-elle de classe C2 sur R??

b. Montrer que (0,0) et (0,0) existent et les calculer.

Exercice 10. Calculer les matrices hessiennes des applications suivantes, définies sur R? ou R? :

flz,y) =In(1 4+ % + y2), g(x,y,2) = 2?4+ 3y% — 22 4 22y — byz, h(x,y) = 23y* + cos(zy).

Exercice 11. Rechercher les points critiques des fonctions suivantes et étudier leur nature :

flzy) = 2° + 4% + 22 — 4y; g(z,y) =2 +y* — 2% h(z,y) = 2* + y* + 9zy — 3°.

Exercice 12. Etudier les extrémums locaux des fonctions f : R? — R suivantes :
a. f(z,y) = o* +y* — day,
(z,y) = 23 + 32y — 150 — 12y,
fla,y) = (42 — 3y)e= @407,
(z,y) = (z —y)e™.
Exercice 13. Etudier les extrémums locaux des fonctions f : R® — R suivantes :
a. f(x,y,2) = 22(1 + zy) + 2y,
b. f(z,y,2) = (z+ y)ex+y*z2.
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Exercice 14. Soit f : R? — R I'application définie par 1'égalité f(x,y) = 2 + zy? + ¢°.
a. Déterminer les points critiques de f.

b. Montrer que f(y?, y) est du signe de y si 0 < |y| < 1.
En déduire que f n’admet pas d’extrémum local en (0, 0).

c. Ecrire le développement de Taylor-Young & l'ordre 2 de f aux autres points critiques.
d. Montrer que f admet ﬁé comme minimum local atteint en 2 points.
e. Montrer que si f(x,y) <0 alors xy? + 9% < 0 et 22 + zy? < 0.
En déduire que f~!(]—00,0[) C 4, ot A =[-1,0] x [-1,1].
f. Montrer que f admet un minimum global et donner sa valeur.

Exercice 15.

On considére les sous-ensembles suivant de R? :
F={(z,y) eR*[0<y <1-2a?}, O ={(z,y) eR* |0 <y <1-2a?},
P={(z,y) eR?|y=1—2z%et y >0}, I={(z,y) eR? |y=0et — 1<z <1}

On considére par ailleurs la fonction f: R? = R, (z,y) — (322 + 2z)y — 22.
a. Représenter O, P, et I sur un dessin. Exprimer F' a 'aide de O, P et I.
b. Montrer que f admet un maximum global et un minimum global sur F.
c. (i) Déterminer les points critiques de f sur R2.

(ii) Montrer que les extrémums globaux de f sur F' sont atteints en des points de P U I.
On ne cherchera pas G déterminer ces points.

d. (i) Déterminer les extrémums de f sur I et préciser en quels points ils sont atteints.

(ii) Déterminer les extrémums de f sur P et préciser en quels points ils sont atteints.
On pourra étudier la fonction ¢ : x +— f(x,1 — 2?).

(iii) Quels sont les extrémums globaux de f sur F'? En quels points sont-ils atteints ?



