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FONCTIONS I' ET ¢

La fonction I d’Euler est définie par la formule

+oo
I'(z) = / e~ tt*lat.
0

Exercice 1. Notons Q = {z € C| Re(z) > —k,z ¢ —N}.
a. (i) Rappeler la définition de t*, pour t € R% et z € C. Donner les valeurs des dérivées de cette expression par
rapport & z et & t. Discuter I'existence et la valeur de la limite quand ¢t — +o0o et ¢t — 0.

(ii) Montrer que la fonction I' est bien définie sur Q.

(iii) Montrer que la fonction T est holomorphe sur Q. Donner une formule intégrale pour I'*),| pour tout k € N.
On mettra en ceuvre le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale, avec domination sur tout compact de €.

b. (i) Montrer que pour tout z € g on a I'(z + 1) = 2I'(z). En déduire la valeur de I'(n) pour tout n € N*.

(ii) Montrer par récurrence sur n que I' se prolonge en une fonction holomorphe sur €2,, pour tout n € N.
On pourra utiliser I’équation fonctionnelle obtenue a la question précédente.

ili) Montrer que le prolongement holomorphe de I" & Q,, est unique pour tout n.
iii) Mont 1 1 t hol he de I' & ,, est uni tout
On peut alors étendre I' en une fonction holomorphe sur C\ (—N).

c. (i) On utilisant le DSE de exp en 0, montrer que pour tout z € Qy on a

I'(z) = g — +/ e 7 1dt.
|
— nl(z+n) 1
On justifiera soigneusement l'interversion !

(ii) A l'aide de la question précédente, retrouver I'existence du prolongement holomorphe de ' a4 C \ (—=N).
On mettra en cuvre les théorémes d’holomorphie sous l'intégrale et de convergence normale sur tout compact.

(iii) Montrer que I" admet un pole simple en —n pour tout n € N, et déterminer le résidu correspondant.

Exercice 2.

a. On considére le rectangle vy de sommets —R, R, R + 2im, —R + 2iw, parcouru une fois dans cet ordre, et la
fonction f : z +— €**/(1 + €¥), pour a € |0, 1] fixé.
(i) Déterminer les poles et résidus de f.

(ii) Montrer que pour tout z € C tel que Re(z) = r # 0 on a |f(z)| < € /|1 — e"|. Déterminer la limite de ce
majorant lorsque r — 400 et r — —o0.

(iii) Appliquer le théoréme des résidus & f sur g et en déduire que

o0 4T T
" dr = — .
oo Lte sin(ma)

b. (i) A l'aide du changement de variable ¢ < st, montrer que pour tout = € ]0,1[ on a

—+o0
e s TIT(1—2) = / e s+ —eqy,
0

S—x

1+s
c. (i) A l'aide des questions précédentes, démontrer la formule des compléments pour z € ]0,1][ :

“+oo
(ii) En déduire que pour tout z € |0,1[ on a I'(z)I'(1 — z) = / ds.
0

™

()1 —2z) = Sn(ra)”

(ii) Montrer que la formule des compléments est valable sur C \ Z.

(iii) En déduire que ' ne s’annule pas, puis que 1/T" se prolonge en une fonction entiére.



La fonction ¢ de Riemann est définie par la formule

()= .
n=1

Exercice 3.

a.

Montrer que ¢ est définie et holomorphe sur {z | Re(z) > 1}.
On mettra en ceuvre le théoréme de convergence normale sur tout compact.

Montrer que pour tout s > 1 on a

+oo
n=°T(s) = / e e ldt.
0

. En déduire I'expression intégrale, pour s > 1 :

“+oo tsfl

(o) = [ .

0 et_l

Montrer que l'intégrale a parameétre f1+oo 5:11 dt définit une fonction entiére de s.

On mettra en ceuvre le théoréeme d’holomorphie sous l'intégrale, avec domination sur tout compact de Q.

Montrer que la fonction z/(e* — 1) est développable en série entiére au voisinage de 0 et déterminer le rayon de
convergence correspondant. On note By, /n! les coefficients du DSE :

oo
SR
er—1 PYI
n=0

On fixe s > 1. Montrer que la série de fonctions Y, -, B,t""*~2/n! converge normalement pour ¢ € [0, 1].

En déduire ’expression, pour s > 1 :

C(5)T(s) = 1 +§:Bn+/+oo 51 y
e nl(n+s—1) J; e —1"

Montrer que ¢(s)I'(s) se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ (1 — N).
On mettra en ceuvre le théoréme de convergence normale sur tout compact.

. A T'aide de ’exercice 2, montrer que ¢ se prolonge en une fonction holomorphe sur C \ (1 — N).

. A P’aide de lexercice 1, montrer que les singularités de ¢ dans —N sont artificielles. La fonction ¢ se prolonge

donc holomorphiquement a C\ {1}. Calculer les valeurs ((—n), n € N en fonction des nombres de Bernoulli By,.



