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Formule de Cauchy et applications

Exercice 1. On note γ le cercle de centre 1 et rayon 5, parcouru une fois dans le sens direct. Calculer :

I =

∫
γ

z2 + 5z

z − 2
dz, J =

∫
γ

z2 + z

(z − 2i)(z + 3)
dz.

On note δ le cercle de centre 0 et rayon 2, parcouru une fois dans le sens direct. Calculer :

K(t) =
1

2iπ

∫
δ

etz

z2 + 1
dz, L =

∫
δ

e2z

(z + 1)4
dz.

Exercice 2. On note γ le cercle trigonométrique, parcouru une fois dans le sens direct.
a. Rappeler la formule de Cauchy pour les dérivées.
b. Montrer qu’on a (

n

k

)
=

1

2iπ

∫
γ

(1 + z)n

zk+1
dz.

c. En déduire que la série
∑
n

(
2n
n

)
5−n converge et l’identité

∞∑
n=0

(
2n

n

)
1

5n
=

1

2iπ

∫
γ

5dz

3z − 1− z2
. (1)

d. Décomposer 5/(3z − 1− z2) en éléments simples dans C et en déduire une expression simple de (1).

Exercice 3. On rappelle que le ne polynôme de Chebyshev Tn est l’unique polynôme de degré n véfifiant l’identité
Tn(cos(θ)) = cos(nθ). On note ϕ : C∗ → C, w 7→ 1

2 (w + w−1). On note Sr = {z ∈ C | |z| = r}.
a. Montrer que pour tout n et tout w ∈ C∗ on a Tn(ϕ(w)) = ϕ(wn).
b. Calculer ϕ(reiθ) sous forme cartésienne. Décrire Er := ϕ(Sr) pour r > 1. On note γr : [0, 2π]→ Er, θ 7→ ϕ(reiθ) ;

δr = d(Er, [−1, 1]) > 0 ; Fr l’intérieur de (l’enveloppe convexe de) Er.
c. Montrer que pour tout n et pour tout z ∈ Er on a |Tn(z)| ≥ 1

2 (rn − r−n).
Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1] on a |Tn(x)| ≤ 1.

d. Montrer que les zéros de Tn sont les points x(n)k = cos(πn (k + 1
2 )), k = 0, 1, . . . , n− 1.

e. Montrer que Tn = 2n−1
∏n−1
k=0(X − x(n)k ).

f. Soit f : Ω→ C holomorphe avec Ω ouvert contenant [−1, 1]. Montrer qu’il existe r > 1 tel que Fr ⊂ Ω.
On fixe un tel r dans la suite.

g. On considère la fonction Pn(z) = (2iπ)−1
∫
γr

f(w)
w−z

Tn(w)−Tn(z)
Tn(w) dw définie pour z ∈ C \ Er.

Montrer que Pn est un polynôme de degré n− 1.

h. Montrer qu’on a Pn(x
(n)
k ) = f(x

(n)
k ) pour k = 0, 1, . . . , n− 1.

Ainsi Pn est le polynôme d’interpolation de Lagrange aux points x(n)k .
i. On fixe x ∈ [−1, 1]. Donner une formule intégrale pour f(x)− Pn(x). En déduire que

|f(x)− Pn(x)| ≤ L(γr)

2π

2‖f‖∞,Er

δr(rn − r−n)
.

On a ainsi montré que si f est analytique sur [−1, 1], les polynômes d’interpolation de f aux points de Chebyshev
convergent vers f uniformément sur [−1, 1]. Ce résultat reste vrai avec des hypothèses beaucoup plus faibles — par
exemple il suffit que f soit de classe C1 — mais il existe des fontions f continues pour lesquelles il est faux.



Exercice 4.
a. Soit f une fonction entière telle que f(z) = O(zn) en +∞. Montrer que f est un polynôme de degré au plus n.

On pourra s’inspirer du cas n = 0.
b. Soit f une fonction entière telle que C|z|α ≤ |f(z)| ≤ D|z|α pour tout |z| ≥ R. Montrer que α ∈ N.

Exercice 5. Soit f , g deux fonctions entières, non identiquement nulles, telles que |f(z)| ≤ |g(z)| pour tout z ∈ C.
a. Soit z0 un zéro de g. Montrer que z0 est également un zéro de f , avec au moins la même multiplicité.
b. Étudier la limite de f(z)/g(z) lors que z → z0.
c. Montrer que f et g sont proportionnelles.

Exercice 6. Soit f , g deux fonctions holomorphes sur un domaine Ω ⊂ C, qui ne s’annulent pas sur Ω. On suppose
qu’on a f ′(zn)/f(zn) = g′(zn)/g(zn) pour une suite de points deux-à-deux distincts zn ∈ Ω qui converge dans Ω.
Montrer qu’il existe λ ∈ C tel que g = λf .

Exercice 7. Soit U = {z ∈ C | 12 ≤ |z| ≤
3
2} et f : U → C continue. On suppose qu’il existe a = exp(2iπt), t ∈ R \Q,

tel que f(az) = f(z) pour tout z ∈ U .
a. Montrer qu’il existe ϕ :

]
1
2 ,

3
2

[
→ C telle que f(reiθ) = ϕ(r) pour tout r ∈

]
1
2 ,

3
2

[
, θ ∈ R.

b. On suppose que f est holomorphe sur U . On considère g : z 7→ zf ′(z)− f ′(1).
(i) Montrer que g(an) = 0 pour tout n. On commencera par le cas n = 1.

En déduire que g est identiquement nulle.
(ii) La fonction z−1 admet-elle une primitive sur U ? En déduire que f est constante.

c. Les conclusions des questions précédentes subsistent-elles si t ∈ Q ?

Exercice 8. On pose Ω = C \ i(]−∞,−1] ∪ [1,+∞[).
On cherche à montrer qu’il existe f : Ω→ C holomorphe telle que

∀z ∈ Ω z cos(f(z)) = sin(f(z)) (2)

a. Montrer que si f est une telle fonction on a f ′(z) = 1/(1 + z2) sur Ω. On pourra dériver (2).
b. Montrer que 1/(1 + z2) admet une primitive g sur Ω telle que g(0) = 0.
c. Montrer que g vérifie (2) sur R. On pourra reconnaître une fonction usuelle. Conclure.

Exercice 9. On fixe un domaine Ω ⊂ C et f : Ω→ C holomorphe.
a. Montrer que si f ne s’annule pas et |f | admet un minimum local dans Ω, alors f est constante.
b. Montrer que si f est non constante et |f | admet un minimum local dans Ω, alors ce minimum est nul.

Exercice 10. Soit f une fonction entière telle que f(T) ⊂ T.
a. Montrer que f n’a qu’un nombre fini de zéros dans B(0, 1).

On les note a1, . . . , an avec répétitions éventuelles. On pose

g(z) = f(z)

n∏
i=1

1− āiz
z − ai

.

b. Montrer que g se prolonge en une fonction holomorphe sur B(0, 1), sans zéro dans B(0, 1), et que |g| est
constante sur T.

c. En déduire que g est constante.
d. Montrer que pour tout i on a ai = 0. On pourra étudier le comportement de f au voisinage de ā−1i .
e. Montrer qu’il existe c ∈ T, n ∈ N tels que f(z) = czn.


