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Curriculum vitee

J’ai suivi en premiére année de magistére le cursus mixte Math-Physique, motivé principalement
par un intérét pour la physique acquis en classes préparatoires. Cette année bien remplie fut
pour moi l'occasion d’élargir et d’approfondir ma culture mathématique et physique, préalable
incontournable au choix d’une spécialisation. De ce point de vue, mon stage de cursus mixte sous
la direction de B. Julia, au Laboratoire de Physique Théorique de 'ENS, fut riche d’enseignements :
j’y fis connaissance avec la physique théorique et me familiarisai avec les concepts de symétries et
d’algébres d’opérateurs.

Premiére année
Cursus mixte Math-Physique

e Licence de Physique (mention Bien)

— Mécanique quantique (C. Delalande) 15

— Physique macroscopique (Y. Pommeau) 16,5
— Physique statistique (B. Roulet) 13

— Hydrodynamique (T. Dombre) 18

e Licence de Mathématiques (mention Trés Bien)

— Analyse 1 (F. Golse) 17

— Algebre 1 (J.-F. Mestre) 13

— Intégration et Probabilités 1 (G. Ben Arous) 12
— Analyse Complexe (M. Duflo) 15

e Maitrise de Mathématiques (mention Bien)

— Analyse 2 (H. Berestycki) 13
— Probabilités 2 (J. Bertoin) 11

— Analyse et modéles mathématiques (Y. Brenier) 17
e Mémoire

— «Equivalences entre bosons et fermions en physique et en mathématiques»
(sous la direction de B. Julia) 15

Ma deuxiéme année au MMFAT fut en grande partie occupée par la préparation de ’agrégation
de mathématiques, qui fut une derniére occasion de travailler sur des domaines trés variés, et me
permit surtout de me plonger dans les grands classiques de la littérature mathématique (Bourbaki,
...). Parallélement a la naissance de ce gotit pour la lecture, quelques cours de DEA suivis a Paris VII
vinrent confirmer et préciser mes préférences : symétries avec le cours de représentation des groupes,
interactions entre mathématiques et physique dans une description des principes variationnels et
de la relativité générale en termes de géométrie différentielle, physique des particules dans le cadre
de la théorie des champs.

Deuxiéme année
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o Agrégation de Mathématiques (option analyse numérique) 42 ¢
e Cours du DEA de Mathématiques de Paris VII

— Représentation des groupes (P. Gérardin) 16
— Géomeétrie différentielle (A. Albouy)
— Théorie des champs (J.-B. Zuber)

La troisiéme et derniére année de magistére vit le début véritable de ma spécialisation, sous la
direction de G. Skandalis : les «groupes quantiques» permettent la description de symétries dans
le cadre des algébres d’opérateurs, et leur étude, qui a des motivations aussi bien physiques que
mathématiques, met en jeu des outils algébriques et analytiques. Ces outils faisaient en particulier
l'objet des cours de DEA de B. Keller et L. Vainerman. Le cours de topologie algébrique de P. Vogel
fut une autre illustration de I'utilité des outils algébriques, tandis que que celui de P. DiFrancesco
me permit de garder le contact avec la physique mathématique.

Troisiéme année
DEA de Mathématiques de Paris VII (mention Trés Bien)

e Cours suivis avec examens

— Groupes et algebres de Lie (B. Keller) 20
— C*-algébres et groupes quantiques (L. Vainerman) 16

— Mécanique Statistique et gravitation bidimensionnelle
(P. DiFrancesco) 16

e Autres cours

— Topologie Algébrique (P. Vogel)

— Probabilités Libres (D. Voiculescu et D. Shlyakhtenko)
(réunion annuelle du GDR Algébres d’Opérateurs)

e Mémoire

— «Groupes quantiques compacts matriciels»
(sous la direction de G. Skandalis)
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Introduction

(Géométrie non commutative et
Physique des particules

Lundi 23 Aottt 1999






1) Quelques modéles physiques

Nous introduisons dans cette section quelques modéles simples de physique, avec pour objectif
la présentation des révolutions conceptuelles qu’a connues la physique au XX°™€ siécle et qui sont &
Porigine des théories exposées en 2) et 3). Par modéle nous entendons un cadre mathématique et des
régles d’interprétation permettant la description d’un systéme physique (N particules ponctuelles
dans notre cas). Le détail des théories physiques qui entrent dans ce cadre est a chaque fois contenu
dans un objet mathématique : lagrangien, hamiltonien, action.

Commengons par le modéle type de la mécanique classique, reposant sur les concepts mathé-
matiques de fonction et d’équation différentielle (apparus d’ailleurs en grande partie au XVIIeme
siécle pour les besoins de la cinématique) et dont nous donnons ici la formulation lagrangienne.

Modéle 1 (mécanique lagrangienne) Les objets du modéle sont N fonctions ©% € C?(R,R3).
Z¥*(t) s’interpréte comme la position de la k™ particule a Uinstant t. Les équations d’évolution
se mettent sous la forme :

de (VL) 0 ((TF), (™)) (t) = (Ve L) o (T*), (deZF)) (1),

ot L € C*(R3*N x R3N R) est le lagrangien du modéle, dont les variables sont notées (%), et
(de*)p.

EXEMPLE. Pour N particules indépendantes dans un potentiel V € C'(R3,R), on prend £ =
13°(de@F)2 =3 V(&F). Alors ﬁdtfkﬁ = 4, ¥ et V£ = —V V(Z*) donc les équations du mouve-
ment s’écrivent d?z% = —ﬁV(sE' k) : ce sont les équations de Newton.

Nous souhaitons maintenant mettre en évidence des objets géométriques dans ce modéle — cf.
les modeéles 2 et 4, qui en sont essentiellement des reformulations — puis montrer comment leur
déformation peut mener a la mécanique quantique et a la relativité générale.

a) Espace des phases

La mécanique hamiltonienne est une reformulation de la mécanique lagrangienne qui a le mérite
de mettre la vitesse d;7 sur le méme plan que la position T, et de faire apparaitre ainsi une
donnée géométrique, I’espace des phases. L’état d’une particule a un instant donné est entiérement
déterminé par sa position dans ’espace des phases.

On utilise pour la formulation de ce nouveau modéle le crochet de Poisson { f, g} = >~ 9)i f0,,9—
> 04, fOpig, o f et g sont des fonctions de variables p’ et g;. Notons pour insister sur le caractére
géométrique de 'espace des phases que ce dernier devient, muni du crochet de Poisson, une variété
de Poisson, notion qui pourrait constituer un cadre mathématique plus général pour le modéle 2.

Modéle 2 (mécanique hamiltonienne) Les objets du modeéle sont l’espace des phases E
(vectoriel de dimension 6N ), les 6N formes coordonnées ¢, p; € C°(E,R) et la fonction vecteur
d’état 7 € C%(R, E). On interpréte les ¢* o 7 (t) comme les coordonnées des particules a l'instant
t (1<i<3N), etlesp;of (t) comme leurs moments conjugués. Les équations d’évolution sont
données par :

di ¢t o7 (t) ={H,q'} o7 (t) et dyp;oi(t)={H,pi}o7(t), (1)

ou 'H € C1(E,R) est le hamiltonien du modéle, dont les variables sont notées (q'); et (p;);.

EXEMPLE. Pour N particules indépendantes dans un potentiel V € C'(R3 R), on prend H =
3 P8 + 2 V(G%) (ou % = (¢*F, ¢*F 1, g% 2)). Alors {H,q'} = pi et {H,pr} = —VV(¢*). Le
premier jeu d’équations d’évolution donne donc p; o 7 (t) = d; ¢* o 7 (¢), et le deuxiéme redonne
les équations de Newton : d2 ¢ o 7 (t) = —VV o g% o 7 (t).

On peut rétrospectivement penser que l'aspect le plus révolutionnaire de la découverte et de
Paxiomatisation de la mécanique quantique fut l’accession de p et ¢ au titre d’observables (et
non plus de simples variables dynamiques). Comme on le verra en 3), cette notion, profondément
géométrique, correspond a celle de «fonction continue réelle sur 'espace des phases» (cf. le modéle
2), lorsque celui-ci est déformé de maniére non commutative. Nous préciserons ce point de vue
plus loin, le lecteur pourra pour l'instant se laisser guider par les notations. Notons simplement
que quand A = 0, et si on a affaire & des opérateurs bornés sur un espace de dimension finie, les p;
et ¢° commutent et peuvent étre considérés comme des fonctions sur leur spectre conjoint (sous-
ensemble de R%Y) : p; associe par exemple &4 un 6 N-uplet la valeur propre qui lui correspond. On



note S(H) la sphére unité d’un espace de Hilbert H, et on utilise dans ce qui suit des opérateurs
non bornés dont le domaine est supposé stable.

Modéle 3 (mécanique quantique) Les objets du modéle sont I’espace des états H (hilber-
tien), les 6N observables q', p; (opérateurs auto-adjoints sur D C H dense) vérifiant les rela-
tions de commutation [q',¢%) = [pi,p;] = Op et [¢*,p;] = ihd;;Idp, et la fonction vecteur d’état
€€ C?*(R,S(H)). Soit ju la mesure spectrale de ¢* (resp. p; ), on interpréte (€(¢)|u(X)E(t)) comme
la probabilité que le résultat d’une mesure & linstant t de la i®™¢ coordonnée du systéeme (resp. du
moment conjugué) appartienne ¢ X, compact de R. L’équation d’évolution est donnée par :

ot H est l'opérateur hamiltonien du modéle (autoadjoint sur D).

EXEMPLE. Pour N particules indépendantes dans un potentiel polynomial ¥V € R[X,Y, Z], on
prend H = 13" p? + S V(7%) (ot % = (¢*F, ¢3*F1, ¢*¥+2)). Alors on a [H, ¢'] = 1[p?, ¢'] = —ihp;
et de méme [H,7] = ihVV(¢*). Notons (¢") € C*(R,R) l'espérance pour la mesure de la i®™®
coordonnée sur létat £(-) :

(@) (0= [ A DD = (€0le's).
H étant hermitien, il vient d; (¢%) (£) = i/h (£(t)|[H, ¢']&(t)) = (p;) (t) puis

d7 (7*) (1) = de (Bix) (t) = i/ R (E(V)|[H, iJE(2))
= (Vv(@").

On retrouve ainsi I’équation de Newton pour les valeurs moyennes (si deg V' < 3). On peut par
ailleurs construire explicitement les opérateurs ¢* (resp. p;), comme opérateurs de multiplication
(resp. dérivation) par rapport a une coordonnée sur S(R3Y) C L2(R3*Y) (espace de Schwartz).

Notons que ce qui du point de vue mathématique est une simple déformation (cependant non
commutative ...) a d’importantes conséquences conceptuelles en physique. Passer de ’espace des
phases (qui correspond aux états vectoriels purs sur Palgébre des observables : cf. 3)) a 'espace
des états en entier revient & introduire le principe de superposition et 'interprétation probabiliste
des théories. L’espace des états d’une théorie & N particules s’identifie & un sous-espace du produit
tensoriel des espaces «a une particuley, ce qui implique le principe de non séparabilité. A la non
commutativité correspond par ailleurs le principe d’incertitude et tous les problémes concernant
la notion de mesure qui en découlent.

Finissons par une remarque d’ordre historique : si Poisson vécut avant Heisenberg, il faut néan-
moins remarquer que la présentation purement géométrique du modeéle 2 (ie la formulation axio-
matique de la mécanique analytique) est postérieure a I'introduction de la mécanique quantique.
Tout comme cette derniére (avec les fonctions d’onde et 1'équation de Schrodinger), la mécanique
classique resta longtemps du domaine des équations aux dérivées partielles, duquel se dégagera
petit-a-petit la théorie des opérateurs (Hilbert, von Neumann, ...).

b) Espace ambiant

La formulation variationnelle du modéle 1 présente l'intérét d’introduire la trajectoire comme
objet de I’étude d’un systéme physique, et fait ainsi intervenir un nouvel objet géométrique : 'espace
ambiant, dans lequel vit la trajectoire. Le mouvement global de la particule est entiérement donnée
par sa trajectoire dans I’espace ambiant.

La forme des équations d’évolution du modéle 4, qui est une condition d’extrémalité sur certains
arcs dans ’espace ambiant, ne doit pas étre sans rappeler au lecteur la notion géométrique de
géodésique d’un espace métrique. Cela nous améne a ne considérer le temps que comme 'un des
paramétrages possibles de la trajectoire, choix que nous n’effectuerons pas a priori dans ce qui suit.

Modeéle 4 (mécanique variationelle) Les objets du modéle sont I’espace ambiant V' (affine
de dimension 3) et N fonctions % € C2%([0,1],V). £*(s) s’interpréte comme la position de la
k®™e particule au parameétre s de sa trajectoire. Les équations d’évolution prennent la forme :

dZ((Z")r) =0,



ouZ € CYT',R) est la fonctionnelle d’action du modéle et

r={feck(o,1,v™) / flo)=doet f1) =i},
muni de || Fllr = |1 1loo + 11 7]]oos

est l’espace de Banach des trajectoires avec conditions initiales (Ty et ¥, € VNV ).

EXEMPLE. Pour N particules indépendantes dans un potentiel V € C*(V,R), on pose Z((#*)) =

STy (2F) et

pour h € Ty = {ﬁ e CY([0,1],V) / h(0)=h(1) = O} (espace tangent a I'). Les équations du

mouvement pour le modéle 4 s’écrivent donc par intégration par parties :

1
Vhely / (f”(s) + VV(f(s))) -h(s) ds =0,
0
et on retrouve a nouveau les équations de Newton (s s’interpréte alors comme le temps).

La révolution conceptuelle opérée par Einstein au début du XX®™€ siécle s’est effectuée en deux
phases (relativités restreinte et générale), concernant toutes deux la nature géométrique de 'espace
ambiant. Dans la premiére, il lui ajoute une dimension en y intégrant la coordonnée temporelle,
et le munit d’'une métrique minkowskienne constante. Cela ’améne & utiliser la notion de temps
propre d’un mobile, paramétre naturel de sa trajectoire (cf. modeéle 2). Dans la seconde phase, il
introduit la possibilité de faire varier, spatialement et temporellement, la métrique g, qui devient
ainsi une «variable dynamique». Il aboutit alors a une géométrisation trés poussée de la mécanique
classique (parallélement au développement mathématique de la notion de variété qu’il utilise).

Par exemple, I'action associée au champ électromagnétique, qui redonne les équations de Max-
well, s’écrit simplement [ ||dA||;dv (o0 A € T(T*V) est le potentiel quadrivecteur et v, la forme
volume associée a g) : le principe variationnel correspond donc & une équation des géodésiques.
Dans ce qui suit nous nous restreignons toujours & un systéme de N particules ponctuelles, sans
préciser a priori la maniére dont elles interagissent entre elles et avec la métrique (action Zp;) —
cependant dans la théorie d’Einstein Zj; est simplement la somme des longueurs des trajectoires
relativement a la métrique g (cf. EXEMPLE ci-dessous). Le terme d’action propre a la métrique,
Tg, est fixé et purement géométrique (dans le cas d’une variété compacte on reconnait simplement
la caractéristique d’Euler).

Modeéle 5 (mécanique relativiste) Les objets du modéle sont I’espace ambient V', variété
lisse de dimension 4, une métrique pseudo-riemanienne g € I'(T*VvT*V) sur V, et N fonc-
tions z* = (28, 7%) € C%(R,V). x'(s) s’interpréte comme la position spatio-temporelle de la i°™*

particule a linstant s (de son temps propre). Les équations d’évolution s’écrivent :

o T =TIr+ Iy € CHT,R) est la fonctionnelle d’action du modéle, T', ’espace des trajectoires
et métriques avec conditions au bord, et Ig(g) = [ Ry(s)d*s est I’action d’Einstein (R, est la
courbure scalaire de g).

EXEMPLE. Pour N particules indépendantes de masses négligeables dans un potentiel gravitation-
nel V € CY(V,R) créé par des masses extérieures immobiles, on peut considérer que la métrique
n'est pas affectée par le mouvement du systeme et vaut (vjw), = (9(z), v@wW) = viw + vowz +
vaws — (1 4+ 2V(z))vowy pour v, w € T,,V. On prend comme fonctionnelle d’action pour la matiére
T ((2) = S I (af) avec :

() = [ 1@ lds = [ (F62 = W+ 2207 ds



Par un calcul analogue a celui de I'exemple précédent (cf. par exemple [41, 5.6.14]), et sachant que
0pY = 0, le principe variationnel s’écrit :

vhely —2 [ (77()+ TVUENIHE?) - Fls)ds -
—2 [ (1+2905) flols)ds =0,

Lorsque V est petit devant 1 (limite non relativiste), et en faisant varier la composante temporelle
de h (deuxiéme intégrale), on voit que f§ est constante, puis en faisant varier la composante
spatiale de h, on retrouve (aprés le changement de paramétre s < fls, ce qui fait de s le temps de
Pobservateur) les équations de Newton f”(s) = —VV(f(s)).

Cette déformation de I’espace ambiant a, comme dans le cas de la mécanique quantique, d’im-
portantes conséquences conceptuelles : existence d’une vitesse limite, abandon (ou «relativisation )
des notions de simultanéité et de localité, relance des spéculations sur la «forme» et 1’«étendue»
de l'univers (singularités, topologie, ...).

2) Théorie des champs

La mise au point d’une version quantique et relativiste de la théorie classique des champs est
vite apparue comme une nécessité, tant parce que les champs avaient dominé la physique de la
fin du XIX®™e siécle (avec Maxwell notamment), qu’a cause des correspondances qu’établissait
la mécanique quantique élémentaire elle-méme entre ondes et corpuscules (via le formalisme des
fonctions d’onde). De fait la théorie quantique des champs, introduite dans le modéle 6 et pré-
sentée plus en détails dans la partie I de ce mémoire, répond & ces deux soucis : on y trouve une
description quantique des champs, mais aussi une description de systémes contenant un nombre va-
riable (éventuellement infini) de particules quantiques («seconde quantificationy ). Cela représente
un progrés par rapport a la mécanique quantique «classique» du modéle 3, qui ne pouvait pas par
exemple fournir de description des réactions nucléaires (durant lesquelles le nombre de particules
n’est pas conserveé).

La mécanique classique des champs fait intervenir les deux espaces, des phases et ambiant,
introduits en 1). De maniére plus précise, un champ ¢ est donné par sa valeur ¢(&) en chaque
point Z de l'espace ambiant V' (tridimensionnel). Cette valeur (ou charge) évolue dans un espace
vectoriel caractéristique du champ (de dimension 3 pour le champ magnétique, par exemple), et
a chaque variable dynamique ¢(Z), dont le moment conjugué est noté 7(#), correspond ainsi un
espace des phases E, (de dimension double). L’espace des phases du sytéme «champy est donc
E = @;cy Er. Les coordonnées sur E sont données, dans une vision hamiltonienne (cf. modéle
2), par les ¢(Z) et w(Z).

Une premiére mécanique quantique des champs s’obtient alors, comme pour le modéle 3, par
déformation de 1’espace des phases E, (puis passage, par le principe de superposition, a 'espace
des états), c’est-a-dire en imposant des relations de commutation non triviales entre ¢(%) et w(Z),
les observables ¢(Z), ¢(¥) (resp. (%), m(¥)) commutant toujours entre elles. Les théories ainsi
obtenues sont dites bosoniques. Il est par ailleurs possible, et souhaitable dans le cas de certains
hamiltoniens, d’effectuer la méme «quantification» en remplacant tous les commutateurs par des
anticommutateurs ; les théories correspondantes sont dites fermioniques. Nous intégrons les deux
possibilités dans le modéle 6 en considérant n champs donc certains sont bosoniques et d’autres
fermioniques. On se restreint de plus a des opérateurs bornés.

On déforme pour finir I’espace ambiant — en s’arrétant cependant a la relativité restreinte (cela
revient & se placer aux échelles microscopiques de la physique des particules et a supposer que la
structure locale de l’espace-temps n’est pas affectée par la relativité générale). Pour effectuer ce
passage, il faut remettre temps et espace sur le méme niveau : pour 'instant ¢ est la variable du
vecteur d’état &, tandis que & est l'indice des familles d’observables ¢ et m. On adopte pour cela
la représentation de Heisenberg du modéle 3, ie on fixe le vecteur d’état, mais on fait dépendre les
observables du temps (¢° € C°(R, L(H)})) de maniére a préserver les régles d’interprétation : ¢ (t)
sera ainsi I'observable associée & la mesure de la i®™° coordonnée & l'instant ¢ (modéle 3P%). Cela
se fait concrétement a I’aide des formules & «— £(0) et ¢*(t) «— e*/P gt e=H/R gi(t) vérifie alors
I'équation d’évolution d;q*(t) = i/h[H, ¢ ()] (version «quantifiée» de (1)). Dans le cas des champs,
les familles d’observables ¢ et 7 sont maintenant indicées par ¥ € V et t € R, et on retrouve
I’espace ambiant de la relativité restreinte.



Modéle 6 (théorie quantique des champs) Les objets du modéle sont ’espace des états H
(hilbertien), le vecteur d’état { € H, ’espace ambient V (de dimension 4), et les champs
d’observables vectorielles (1 < r < n) indicés par x € V : ¢.(x), m(x) € L(H)p, vérifiant les
relations de commutation (pour x —y de genre espace) :

[0 (2), 65 (y)] = [ (), s (y)] = [d)r( ) ms(W)] =0 (r#s),
[6r(2), &0 ()] = [me (@), T ()] =0 et [d0(@), mr(y)] = ih6* (2 —y),
{9s(2), ¢s(2")} = {ms(), 7rs(SC')} =0 et {¢s(2),m(y)} =1hd"(x ~y), (2)

st ¢ est bosonique et ¢4, fermionique. Les régles d’interprétation sont les mémes que pour le
modele 3, l'observable ¢,.(x) étant par exemple associée a la mesure du r*®™¢ champ au point x.
Enfin les équations d’évolution s’écrivent :

0u6(x) = 3 0n(2)] et Omaw) = 4, mo ()], g

ot H € L(H)y, est l'opérateur hamiltonien du modéle.

Le cadre mathématique de ce modéle contient des nouveautés conceptuelles par rapport aux
modéles 3 et 5. On dispose ainsi d’une équivalence entre ondes et corpuscules : parallélement a
Iinterprétation ondulatoire introduite dans le modéle 6, ses objets mathématiques sont sujets a
une seconde interprétation, phénoménologiquement pertinente, en termes corpusculaires. L’état
propre de champ nul est appelé dans cette interprétation état vide et noté |0) (c’est un vecteur
de norme 1), et on sait associer, dans le cas des théories usuelles, une famille ¢~ d’opérateurs «de
création» a la famille d’observables ¢, telle que [] ¢, () |0) s’interpréte comme 'état qui contient
avec probabilité 1 une particule de type r; en x;, pour tout i. Les particules associées & un champ
fermionique (resp. bosonique) sont appelées fermions (resp. boson), et le seul cadre mathématique
du modéle 6 nous renseigne sur leur comportement : il est impossible de placer 2 fermions dans
le méme état (principe d’exclusion, qui permet d’expliquer la stabilité des atomes et découle de
(2) : &5 (x)¢5 () |0) = 0 car ¢2 = 0), alors que c’est possible pour des bosons (ce qui explique les
phénomeénes de condensation de Bose, de rayonnement laser, ...).

L’objet principal de la partie I de ce mémoire est la mise en évidence d’équivalences entre fer-
mions et bosons, c’est-a-dire de théories quantiques des champs qui admettent une interprétation
fermionique et une interprétation bosonique. Par exemple on sait bien en mécanique quantique
«classique» (modéle 3) qu'un systéme lié de deux fermions a un comportement bosonique. Inver-
sement on aboutit en I, B) au résultat suivant :

Théoréme (cf. partie I, B)7) ou [28]) Soit ¢(x) un champ libre de la théorie bosonique de Sine-
Gordon de masse nulle, définie (cf. modéle 6) sur l'espace ambiant V de dimension 2 (on note
t = xzo) par les relations de commutation et le hamiltonien :

= 600, 0000 =0 et [o(a) 006} = 15" ),
%cos z)): &%
M= / (@ + 09(a)?) + 55 cos(Bol@)) : &',

ot : : désigne l'ordre normal de masse m (on a remplacé ™ par son expression, 0yp, donnée par
la premiére équation d’évolution (3)). Posons :

da() = o e (inﬂl [ " 001,606 — ;iﬂqb(x)) . et

cm

Yala) = —iy S - exp <2i7r51 [ Brot.€)de + ;iﬂcb(w)) ,

et définissons les courants renormalisés associés par

30(x,t) = Jim |em (= — I, 7"y, t) et

3t (w,t) = (4m) 7132 limfem(a — g) (2, )7 4 (y, 1),
Ces champs vérifient les relations d’anticommutation :

{tr (@), s (1)} = {f(2), 0l (y)} =0 et
[i" (2), ( )] =—(9" + €9 )0 ()8* (z — y),



a condition que la puissance o soit donnée par l’égalité :

o= 85—;(1 —4n3%)2, (4)

Ils vérifient aussi 'équation d’évolution de la théorie (fermionique) de Thirring, donnée avant
renormalisation par le hamiltonien :

H = / (=17 - V + M)y + g S oV P

ot ag = m?2, et g est la constante de couplage de la théorie, reliée d o par :

,_ 92mtg (ie 8
C2mr Tty dr 14 47

compte tenu de (4)).

Le moment conjugué de 1 estm = iht = irhyg, et les Yu € M2(C) sont les générateurs infinitésimaux
d’une représentation de SU(2) sur V.

On ne cite pas tant ce théoréme pour le résultat en lui-méme (le lecteur intéressé pourra se
reporter a la partie I, B) de ce mémoire) que pour les remarques intéressantes que I’énoncé appelle.
On y voit apparaitre en particulier les termes d’«ordre normaly, de «courant renormalisé» ... A
travers cette technicité se manifeste le probléme de définir effectivement des théories qui entrent
dans le cadre du modéle 6. Déja la réalisation la plus classique du modéle 3 fait intervenir des
opérateurs non bornés (multiplications et dérivations par rapport a un systéme de coordonnées)
sur Pespace des fonctions d’'onde H = L?(R?, C). Dans le cas des champs, avec les hamiltoniens les
plus classiques, on est immédiatement confronté a des divergences (par exemple celle des éléments
de matrice diagonaux de ¢(x)¢(y) quand y tend vers x) qui ne peuvent étre résolues qu’au moyen
de techniques élaborées mises au point par les physiciens et regroupées sous le terme générique de
renormalisation. Certains hamiltoniens (par exemple celui associé au champ électromagnétique)
posent méme des problémes supplémentaires, dus & leur «invariance de jauge». En fin de compte,
les objets que 'on manipule sont principalement des lagrangiens et des diagrammes de Feynman ;
les opérateurs du modéle 6 semblent n’étre qu’une notation pratique (a coté de celle, que nous
n’avons pas introduite, des intégrales de chemin). Cette «dégéométrisation» est un des problémes
actuels de la théorie, peut-étre relié a celui, plus préoccupant pour les physiciens, de son incapacité
a inclure la relativité générale (ie la gravitation).

Il peut paraitre paradoxal aprés ce constat que le résultat d’équivalence entre fermions et bosons
du théoréme ci-dessus apparaisse également dans le contexte mathématique de la représentation des
algebres de Lie affines. Cet aspect de la bosonisation, présenté dans la partie I, C) de ce mémoire,
est déja perceptible dans ’énoncé du théoréme : 1’équivalence n’a pas lieu en effet au niveau des
vecteurs d’état, mais plutot au niveau des algébres constituées par les observables (familles ¢ et
¥,). En fait, les algébres d’opérateurs forment un cadre naturel pour 1’étude des déformations
(éventuellement non commutatives, comme c’est le cas pour le passage du modéle 2 au modéle 3)
d’espaces localement compacts : nous expliquerons pourquoi dans la section suivante. Les concepts
géométriques nouveaux qui y sont étudiés seront peut-étre utiles aux physiciens théoriciens.

3) Déformations non commutatives
a) Principes et exemples

Le principe de la géométrie non commutative est le suivant : considérer, non plus les espaces
eux-mémes, mais des algébres de fonctions a valeurs complexes définies sur ces espaces, identifier
de maniére axiomatique ces algébres, montrer qu’elles contiennent toutes les informations sur
les espaces de départ, puis abandonner I’axiome de commutativité. On pense alors aux algébres
obtenues comme a des algébres de fonctions sur des «pseudo-espaces», ou «espaces quantiquesy,
ou «espaces non commutatifs»..., et on essaye d’étendre les définitions et résultats de la théorie
classique : en leur donnant un énoncé équivalent au niveau des algébres de fonctions, puis en
examinant ce qu’ils deviennent lorsque ces algébres ne sont plus commutatives. Donnons tout de
suite ’exemple de base de la théorie.

Définition (C*-algébre) On appelle C*-algébre un C-e.v. A muni d’une structure d’espace de
Banach et d’une structure d’algébre involutive, telles que Ya,be€ A |lab|| < ||al|][b]] et ||a*a|] =
l|a||?. Un état sur A est une forme linéaire continue positive w de norme 1, il est dit pur si



l’égalité w = A1p1 + Aap2, avec p1 et po des états, implique la colinéarité de p1 et pa. L’ensemble
des états (resp. purs) est noté E(A) (resp. P(A)). Un caractére sur A est un morphisme d’algébres
inwvolutives continu de A dans C, non nul.

EXEMPLE. Soit X un espace localement compact, C{(X) muni de la norme || - ||o est une C*-
algébre, et pour tout x € X, (f — f(z)) est un caractére et un état pur sur Cj(X). Le théoréme
ci-dessous montre que cet exemple est générique parmi les C*-algébres commutatives. Cp(X) est
également une C*-algébre (pour la méme norme), unifére, et est donc isomorphe a C9(X) pour un
certain espace compact X, dans lequel X est dense (a isomorphisme prés et pourvu que X soit
«complétement réguliery» — cf. [10, §1, prop. 3 et 6]). X est appelé compactifié de Stone-Cech de
X.

EXEMPLE. Soit H un espace de Hilbert, et A une sous-algébre involutive de L(H) normiquement
fermée. Alors A est une C*-algébre pour la norme d’opérateur, et on peut montrer (cf. [18, th.
2.6.1]) que cet exemple est générique parmi les C*-algébres. Par exemple, pour X localement
compact, les éléments de C(X) agissent par multiplication sur L?(X).

Théoréme (de Gelfand-Naimark) (cf. [7, §6]) Soit A une C*-algébre commutative et X l’en-
semble des caractéres sur A. Muni de la topologie préfaible, c’est un espace localement compact.
Notons G(a) = (x — x(a)) pour a € A, x € X (transformation de Gelfand de A). G définit un
isomorphisme entre A et CJ(X).

Ce théoréme identifie, comme on I’a annoncé, les algébres qui sont du type CJ(X) pour X locale-
ment compact : ce sont les C*-algébres commutatives. Il donne de plus un procédé pour retrouver
I’espace original a partir de ’algébre de fonctions. Il est donc naturel de considérer les C*-algébres,
commutatives ou non, comme les algébres de fonctions (continues et nulles a 'infini) sur les «espaces
localement compacts non commutatifsy .

Donnons un exemple d’extension non commutative de définitions et résultats classiques. Il est
clair qu'un espace localement compact X est compact ssi Cj(X,C) est unifére. On dit donc que
I’espace localement compact non commutatif associé & une C*-algébre A est compact si A est
unifére. On a dans ce cadre un énoncé «non commutatify pour le théoréme de Stone-Weierstraft :
si B est une sous-C*-algébre de A qui contient 1 et sépare P(A), alors A = B (cf. [18, th. 11.3.1]).
Ainsi les états purs w € P(A) (qui sont les caractéres quand A est commutative) jouent a certains
égards le role des points de I'espace non commutatif associé a A.

Nous avons annoncé en 1) que les observables d’une théorie quantique pouvaient étre considérées
comme des fonctions réelles sur une déformation non commutative d’un espace des phases classique.
La description de cette déformation ne peut se faire directement en termes de C*-algébres, car les
opérateurs ¢ et p; du modéle 3 ne peuvent pas étre tous les deux bornés — plus généralement,
il est facile de montrer que deux éléments a, b d’'une C*-algébre ne peuvent vérifier de relation
[a,b] = Al avec A non nul. On préfere donc considérer les opérateurs de Weyl (cf. [42, 3.1.1])

W(r,s) = e% 2ortsi 2P (1D sid' pour r = (r%), s = (s;) € R?Y,

qui sont bornés (calcul fonctionnel borélien) et vérifient
i ! (3

W (r,s)W(r',s") = e7h (r's; — sir') W(r+r',s+s). (5)
Alors la C*-algébre Ay, engendrée par les W (r, s) contient les f(q") et f(p;) pour f € CY(R,R),
qui sont les seules observables physiquement accessibles. De plus on retrouve ¢ (resp. p;) par
dérivation (pour la topologie forte sur L(H)) de W en (0,0) relativement & s; (resp. r?). Enfin
chaque vecteur £ € S(H) définit un état we = (a — (£]ag)) sur Aj. Soit p la mesure spectrale
de a € Ap, hermitien, alors la mesure X +— (§|u(X)&) s’écrit aussi, en tant que forme linéaire sur
CO(Sp(a)) : f— (&]f(a)€) = we(f(a)), donc s’identifie & WE| 00 (Sp(a)) (ott on identifie C°(Sp(a)) &
la C*-algébre engendrée par a).

Les observables (physiques) du modéle 3 sont ainsi les éléments hermitiens d’une C*-algébre uni-
fere A, et ses vecteurs d’état s’identifient & certains états sur A, qui évoluent suivant un groupe
a un paramétre (®;) d’automorphismes de F(A). De plus le résultat d’une mesure de I’observable
a appartient au spectre de a, et la probabilité correspondante, pour un systéme dans 1’état w, est
la mesure induite sur Sp(a) par w. Ces objets, prescription d’évolution et régles d’interprétation
forment un modéle 3%°* qui contient donc comme cas particulier le modéle 3, mais également le mo-
dele 2 : considérer la C*-algebre A = CP(E), les états wy = (a — a(7)) et le flot ®¢(wr(0)) = wr (1)
(ot 7(t) est solution de (1)).



Le modele 3% est donc le bon cadre pour décrire la déformation (non commutative) du modele
2 en le modeéle 3 — la déformation explicite étant donnée par les C*-algébres uniféres Ay : quand
h =0, Aj est commutative d’aprés (5) et s’identifie a ’algébre des fonctions bornées sur F (espace
des phases classique). Les observables de Ay peuvent ainsi étre considérées comme les fonctions
continues réelles sur un espace compact non commutatif, auquel on doit penser comme au com-
pactifié de Stone-Cech d’un espace des phases non commutatif. Les opérateurs p; et ¢* du modéle
3 sont des fonctions réelles continues non bornées sur cet espace des phases («coordonnéesy ).

La déformation relativiste de 1’espace ambiant présentée en 2) (passage du modeéle 4 au mo-
dele 5) est, elle, commutative : I'espace obtenu est encore classique. Peut-étre est-elle de ce fait
insuffisante, et reste un cadre trop rigide pour une théorie quantique des champs mathématique
et intégrant la gravitation? A. Connes a obtenu des résultats dans ce sens : dans [13] il donne
une interprétation géométrique du modéle standard en mettant son lagrangien sous une forme
analogue a celle du lagrangien de Maxwell. Puis dans [15] il étend ce travail au cadre des variétés
riemaniennes non commutatives pour obtenir une action purement géométrique qui inclut celle du
modele standard et celle de Weyl-Einstein.

Etant donnée une variété pseudoriemanienne compacte V on considére ainsi, suivant les prin-
cipes énoncés au début de cette section, l'algeébre A = C*°(V) qui agit par multiplication sur
'espace de Hilbert H = L?(V,C%), lui-méme muni de l'opérateur de Dirac D = iy*9,, (dans des
coordonnées locales). (A, H, D) contient toute l'information sur V' : V' est homéomorphe & l'en-
semble des caractéres sur A, et la distance géodésique entre deux caractéres x et y sur A est donnée
par la formule

d(z,y) = Sup {la(z) —a(y)| / a€ A, |[[D.a]llpm <1}

Plus important, Connes caractérise les triplets (A, H, D) qui proviennent ainsi d’une variété (axi-
omes (1) a (7) de [14]), et en donne une version non commutative, définissant ainsi les triplets
(A, H, D) associés a des «variétés pseudoriemaniennes non commutativesy.

Les autres objets du modéle physique sont le champ fermionique v € H, une fonction de cut-off
X et Téchelle de cut-off A. L’évolution est donnée par laction Trx(D/A) + (¢¥|Dv), c’est-a-dire
par la structure géomeétrique de (A, H, D). Sans entrer dans les détails, le triplet (A, H, D) de la
théorie présentée dans [15] est obtenu comme produit tensoriel du triplet classique associé a la
variété pseudoriemanienne du modéle 5, et d’un triplet non commutatif mais de dimension finie.
L’espace ambiant proposé par Connes est donc le «produit» de I’espace ambiant usuel (commutatif
et continu) par un espace fini non commutatif.

L’interprétation reste celle du modele standard classique (intégrales de chemin, diagrammes de
Feynman, renormalisation, ...) : la non-commutativité de I’espace des phases reste problématique.
Des résultats trés récents (cf. [16]) vont cependant dans le sens d’une mathématisation du procédé
de renormalisation dimensionnel. La théorie régularisée (avec un paramétre z € C proche de 0)
apparait dans cette étude comme un point d’un groupe de Lie G, et on s’intéresse particuliérement
au lacet v obtenu dans ce groupe lorque z varie dans le cercle unité. La théorie renormalisée est
alors, en tant que point de Gk, v4+(0), ou v = v~ v, est la décomposition de Birkhoff de v : v
(resp. y—) est un lacet qui s’étend en une application holomorphe sur le disque unité (resp. son
complémentaire, avec v_(00) = 1).

b) Groupes quantiques

Par soucis de simplicité, on n’a pas introduit dans les modéles de la section 1) la notion de
changement de référentiel. Elle prend dans chaque cas la forme de ’action d’un groupe de symétries
sur l'espace des phases (éventuellement étendu en l’espace des états) ou l’espace ambiant, selon le
cas. Dans le modéle 6, le groupe de symétries agit d’une part sur I’espace ambiant V' et d’autre part
sur chaque espace des phases F, (z € V) : il s’écrit donc typiquement G = Diff (V') x C*(V, Gy).

Les symétries jouent cependant un roéle fondamental en physique, pour au moins deux raisons.
Tout d’abord, I'exigence de «relativité» des équations d’évolution est traditionnellement traduite
par leur invariance sous I’action du groupe de symétries G, et on prend en pratique comme ha-
miltonien le polynome invariant «le plus simples sur espace des phases (mathématiquement on
utilise un morphisme d’espaces G-homogénes d’une puissance tensorielle symétrique minimale de
Pespace des phases vers la représentation triviale de GG). D’autre part, lorsque les équations d’évo-
lution sont invariantes, le théoréme de Noether associe & chaque sous-groupe & un paramétre de G
une constante du mouvement (ie une fonction sur l'espace des phases constante sur chaque trajec-
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toire 7(t), avec le langage du modele 2), ce qui améne souvent une simplification substantielle des
équations & résoudre.

De fait c’est la déformation du groupe de Poincaré en celui de Minkowski qui a constitué
la, premiére étape vers I'introduction de la relativité restreinte, au début du XX®™€ siécle. Plus
récemment, interprétation géométrique du modéle standard évoquée en a) a comme point de
départ la tentative de mettre le groupe Diff (V') x C°(V, Gy) sous la forme Diff (V'), ce qui n’est
possible que si V'’ est un espace non commutatif : en effet le premier groupe n’est jamais simple,
alors que le deuxiéme l’est toujours si V' est une variété classique. Il est trés naturel dans ce contexte
de partir & la recherche de groupes «non commutatifs», encore appelés «groupes quantiques» (on
préfére de loin cette terminologie qui n’entraine pas d’interférence avec la notion de groupe abélien),
qui seraient des déformations de groupes de symétries classiques.

Le cadre général est de maniére naturelle celui des algébres de Hopf. Considérons en effet,
suivant les principes énoncés au début de a), algébre involutive A = K, (G) des fonctions sur un
groupe fini G d’unité e. On peut la munir d’une structure supplémentaire qui refléte la structure
de groupe de G : une comultiplication A : f ~ ((s,t) — f(st)) € A®A ~ CF*F une counité
e: f+ f(e) et un antipode S : f — (s — f(s71)). Les applications linéaires uniféres A, € et S
vérifient les relations (6) a (12) suivantes. ¥ € L(A®A) est la volte (@& — £R(, m € L(ARA, A),
la multiplication de A, et a et b sont des éléments de A.

A(ab) = A(a)A(b), A(a®) = Aa)*, (
IdRA 0o A = A®Id o A, (coassociativité) (
e(ab) = e(a)e(d), e(a”) =e(a)", (8
e®@ldo A =1Id®e o A =1d, (counité) (
S(ab) = S(b)S(a), S(a*)=S(a)*, S*=1Id, (10
mold®SoA=moS®Ido A =1e, (coinverse) (11
YoS®SoA=A0S. (12

Les axiomes (6) & (12) caractérisent en fait les algébres commutatives de dimension finie du type
K, (G). Ils ont toujours un sens lorsqu’on abandonne la commutativité de A : on obtient alors la
catégorie des algébres de Hopf involutives de dimension finie, qu’il est naturel de considérer comme
les algébres de fonctions sur les «groupes quantiques finis».

Une premiére extension de ces idées aux groupes localement compacts est apparue avec les
tentatives de prolongement de la dualité de L.S. Pontrjagin (1934) aux groupes non abéliens. Dés
1938 et 1941, T. Tannaka et M.G. Krein savaient reconstruire un groupe compact a partir de ses
représentations irréductibles, qui sont les caractéres dans le cas abélien, et caractériser axiomati-
quement la structure de ces derniéres. Cependant la dualité ainsi obtenue manque de symétrie :
les groupes et leurs duaux n’appartiennent pas a la méme catégorie. La catégorie des algébres de
Hopf involutives de dimension finie constituait de ce point de vue un exemple prometteur : elle
contient en effet la catégorie des groupes finis, et est naturellement munie d’une dualité (induite
par celle des espaces vectoriels et par la transposition des applications linéaires) qui prolonge celle
des groupes abéliens finis : K, (G) = K. (G).

Ce résultat est étendu en 1961 puis 1973 au cas localement compact par G.I. Kac, L.I. Vainer-
mann, M. Enock et J.-M. Schwarz, qui donnent une généralisation non commutative des algébres
A = L*(G). Du point de vue analytique, le cadre est celui des algebres de von Neumann, et on
suppose l'existence d’un poids de Haar ¢ sur A vérifiant une condition d’invariance a gauche,

IdRp o A =1¢ (sur A;), (13a)

et deux autres axiomes (13b) et (13¢) impliquant ’antipode. Du point de vue algébrique, on doit
abandonner la counité £ (et donc aussi (11)). Les axiomes (6), (7), (10), (12) et (13) définissent
alors la catégorie des algébres de Kac-von Neumann, qui est munie d’une dualité prolongeant celle
de Pontrjagin, et contient les algébres L>°(G) (caractérisées par leur commutativité), ainsi que
leurs duales £(G) = W*(A(G)) (ot A est la représentation réguliére gauche de G sur L*(G)). Une
algébre de Kac-von Neumann est dite de type compact lorsque son poids de Haar est fini. Cette
théorie, trés satisfaisante en ce qui concerne la dualité, présente néanmoins des défauts : absence
de théoréme d’existence pour le poids de Haar, manque d’exemples intéressants.

C’est la recherche d’exemples d’algeébres de Kac de dimension infinie qui ne sont pas de la forme
L>®(G) ou L(G) qui a mené, avec I’étude de 'équation de Yang-Baxter quantique, a la découverte
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d’une autre classe de groupes quantiques (G.I. Kac et V.G. Paljutkin, 1964 ; V.G. Drinfel’d [19] et
M. Jimbo [24], 1986). On s’intéresse cette fois a 'algébre de Lie g (simple complexe) d’un groupe
de Lie classique et on déforme explicitement son algébre enveloppante Ug, en déformant (avec
un paramétre t) les relations de Weyl et Serres qui la définissent. On obtient ainsi une algébre
associative U; g que 'on interpréte comme l'algébre de Lie d’un «groupe de Lie quantique» et
que l'on peut munir d’une structure d’algébre de Hopf vérifiant les axiomes (6) a (11), par des
formules explicites pour A, € et S. Les représentations de U, g, ainsi que ’algébre des fonctions sur
le groupe quantique correspondant, ont été étudiées en détail. Trés riche en exemples intéressant
particuliérement la physique mathématique, cette théorie manque cependant d’une formulation
plus analytique qui la ferait rentrer dans le cadre de la géométrie non commutative et permettrait
de formaliser le passage du groupe de Lie quantique & son algébre de Lie.

La notion de groupe quantique qui constitue plus particuliérement le cadre de ma thése a été
introduite en 1988 par S.L. Woronowicz dans [45]. Le cadre est celui des C*-algébres uniféres : on
déforme les algébres des fonctions continues sur les groupes compacts. Leur structure donne lieu a
la définition suivante — par rapport aux algébres de Hopf de dimension finie on ne conserve que
les axiomes (6) et (7), et on ajoute une condition de densité qui correspond a la régularité (ou
«simplifiabilité» ) du monoide sous-jacent au groupe étudié. On utilise le produit tensoriel spatial
de C*-algébres.

Définition On appelle C*-algébre de Hopf unifére une C*-algébre A munie d’un morphisme
de C*-algebres uniferes A : A — A®A vérifiant (Id®A)o A = (ARId) o A. (A, A) est dite
bisimplifiable si

A(A)10A = A(A AR = AR A. (14)

Dans la catégorie des C*-algébres de Hopf uniféres bisimplifiables, les algébres C°(G), avec G
groupe compact, sont caractérisées par leur commutativité, comme 1’établit le théoréme suivant
qui repose sur la théorie de Gelfand et Naimark et le fait qu’un monoide régulier compact est un
groupe.

Théoréme (cf. partie II, proposition 2) Soit (A, A) une C*-algébre de Hopf unifére, bisimplifiable
et commutative. Soit G ’espace des caractéres de A muni de la multiplication x Y = (x®x') o A.
G est un groupe compact pour cette loi, A est (canoniquement) isomorphe o C°(G) et A(f)(r,s) =
f(rs) si on identifie A a C°(G) et A®A a C°(G x G).

On considére donc une C*-algébre de Hopf unifére bisimplifiable A (non nécessairement commuta-
tive) comme I’algébre des fonctions continues sur un «groupe quantique compacty. Il est intéressant
d’étendre au cas non commutatif la notion de représentation de dimension finie, ainsi que celle de
mesure. C’est ce que fait la définition ci-dessous : en effet une représentation de dimension finie
v € C%G,L(E)) s'identifie & un élément de L(E)®C%(G). Siv = > v;®a; et w = Y w;®b;,
vQw = Y vw;®a;®b; est un élément de L(E)RC(G)®C%(G) ~ C%G x G,L(E)) et on a
v@u(g, h) = v(g)v(h) et Id@A(v)(g, h) = v(gh).

Définition Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. On appelle représentation sur F du
groupe quantique associé a (A, A) un élément v de L(E)®QA tel que

Id®A(v) = vQw.

On appelle mesure sur G tout élément w de A*. Une mesure p € A* est dite invariante a gauche
St
VaeA (Id®y) o A(a) = p(a)l.

On définit de méme la notion d’invariance a droite, et on appelle mesure de Haar sur G un
état sur A invariant a gauche et a droite.

Le premier atout de la théorie de Woronowicz est la possibilité de démontrer ’existence d’une
unique mesure de Haar ¢ sur un groupe quantique compact G (cf. [27] ou partie II, théoréme
1). ¢ constitue en particulier en outil précieux pour 1'étude des représentations inversibles de
G, et permet d’aboutir & des résultats trés semblables a ceux de la théorie de Weyl (compléte
réductibilité, relations d’orthogonalité de Schur, ...). On montre en particulier que les éléments
de A de la forme e;®Id(v), ot v est une représentation de dimension finie, et (e;;), une base de
matrices élémentaires dans L(FE'), engendrent une sous-algébre A dense dans A. On dispose sur A
d’un antipode S et d’une counité e vérifiant (6) — (12), sauf (10) qui est affaibli en :

S(ab) = S(b)S(a), S(S(a*)*) = a. (10°)
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Le passage de (10) & (10’) revient a lever l'exigence d’unimodularité pour les groupes quantiques
compacts, alors que les algébres de Kac-von Neumann de type compact sont automatiquement
unimodulaires. En fait les groupes quantiques compacts contiennent strictement les algébres de
Kac-von Neumann de type compact : cf. [1]. Dans le cas classique, les ef;®Id(v) sont les coefficients
des représentations de G, et A = C(G).

Lorsque A est engendrée par les coefficients d’une seule représentation de dimension finie u, on
dit que le groupe quantique compact G est matriciel. C’est ce cadre qu’on a adopté dans la partie
IT de ce mémoire, le cadre général s’en déduit facilement par limite inductive. De plus il contient de
nombreux exemples intéressants, qui constituent le second atout de la théorie de Woronowicz. En
particulier on est capable de construire le groupe quantique compact matriciel correspondant au
groupe quantique U g (pour g de type A, B, C ou D), en étudiant les représentations de Uy g puis
en appliquant la dualité de Tannaka et Krein étendue aux groupes quantiques compacts matriciels
(cf. [33, 47, 34]). Inversement on sait construire un calcul différentiel sur les groupes quantiques
compacts (de maniére non canonique, cf. [48]) et on espére retrouver ainsi les groupes quantiques
de Jimbo et Drinfel’d.

L’extension des groupes quantiques compacts de Woronowicz au cas localement compact fait
actuellement I'objet de recherches trés actives : cf. par exemple [31, 50| et aussi [26] ol on trouve
des axiomes simples, bien qu’incluant l’existence de la mesure de Haar. Ces travaux font largement
appel a la théorie des C*-algébres non uniféres : multiplicateurs, éléments affiliés, poids d’une C*-
algébre ... L’objet de ma thése est 'étude des C*-algébres sous-jacentes aux groupes quantiques
compacts matriciels «classiques» (ie provenant des algébres U, g) et, en premier lieu, de la C*-
algébre Az associée au groupe quantique SU;2(N) qui a déja été décrite en détail dans le cas
N = 2. Les questions que ’on peut se poser sont nombreuses : quels sont les caractéres de Az 7
Quel est son type? Quel est son spectre? Quelle est sa K-théorie? Quelle est la dépendance
par rapport au paramétre t?7 J'ai déja établi a l'issue de mon DEA la continuité du champ des
C*-algebres A2 (résultat qui avait été obtenu dans [5] dans le cas N = 2).
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Avertissement

La présentation de la théorie des champs adoptée en A) et B) est principalement tirée de |3, 4].
Les résultats de bosonisation exposés dans ce cadre proviennent de [28] et [11], Vexposition des
calculs étant cependant plus détaillée dans ce mémoire. La section B)8) contient une présentation
originale des opérateurs de création de solitons. Dans la partie mathématique, on a principalement
exposé les résultats de [22], [36] et [21], en insistant sur les similitudes et les différences avec les
méthodes des physiciens.

Introduction

Les premiers résultats d’équivalence entre bosons et fermions furent établis par des physiciens,
en particulier Skyrme, Coleman et Mandelstam, au milieu des années 70, avant que des mathéma-
ticiens y relévent des ressemblances avec certains objets de leurs études. Ces recherches ont depuis
donné lieu & de nombreux échanges entre les deux communautés. C’est ce sujet, a 'interface des
mathématiques et de la physique, que nous nous proposons d’étudier ici.

Les particules élémentaires se divisent entre fermions, qui vérifient le principe d’exclusion de
Pauli, et bosons, qui ne le vérifient pas : on peut placer deux bosons dans le méme état au méme
endroit. Dans ’espace usuel & trois dimensions, les fermions sont également caractérisés par un
spin demi-impair (c’est par exemple le cas de ’électron), tandis que les bosons, comme le photon,
ont un spin entier. Ces propriétés sont fondamentales pour toute la physique microscopique : le
caractére fermionique de 1’électron permet par exemple d’expliquer la structure électronique des
atomes, tandis que le caractére bosonique du photon intervient dans des phénomeénes tels que
I’émission laser ou la condensation de Bose. C’est par ailleurs un résultat classique et élémen-
taire de mécanique quantique qu’un systéme lié de deux fermions se comporte comme un boson
(«addition des spinsy ), l'objet de notre étude sera inversement la mise en évidence de systémes bo-
soniques ayant un comportement fermionique. Nous espérons ainsi établir une «équivalence» entre
bosons et fermions, c’est-a-dire montrer que le méme objet mathématique (ou deux objets mathé-
matiques isomorphes) peuvent décrire, au sens de régles d’interprétation classiques, des systémes
fermioniques et bosoniques.

Nous introduirons dans une premiére partie la théorie quantique des champs, cadre de I’étude
des bosons et fermions, & partir des postulats de base de la mécanique quantique et de la relativité
restreinte, et par deux constructions (premiére et seconde quantification) qui, dans le cas des
théories usuelles, conduisent & une équivalence onde-corpuscule. Puis nous présenterons en second
lieu les résultats obtenus en physique pour I’équivalence entre fermions et bosons (en dimension 1
d’espace) ; ce sera par ailleurs 'occasion d’utiliser des techniques classiques en théorie des champs :
propagateurs, champs libres dans une théorie avec interaction, théoréme de Wick, renormalisations
(élémentaires) additives et multiplicatives. Enfin nous étudierons des constructions mathématiques
qui débouchent sur des résultats analogues : opérateurs de vertex et représentations des groupes
de boucle.

A) Théorie des champs

1) Procédure de quantification et covariance relativiste

Aprés avoir rappelé les bases de la modélisation classique d’un systéme de particules, nous
introduisons d’une part sa modélisation quantique (en particulier dans la représentation de Hei-
senberg) et d’autre part sa modélisation relativiste (restreinte). Par modélisation on entend des
objets mathématiques, des régles d’interprétation, et des prescriptions pour I’équation d’évolution.

a) Formalisme hamiltonien

Un systéme de particules est classiquement décrit par n coordonnées généralisées ¢ = (¢) (fonc-
tions réelles du temps) et leurs dérivées temporelles (espace des configurations a 2n dimensions).
Les équations du mouvement se mettent sous la forme lagrangienne :

4oL oL
dt0¢t  ogt

(1)
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qui traduit un principe variationnel pour I'action S = [ £(g,¢)dt ou L(g, ) est le lagrangien du
systéme, défini sur l’espace des configurations.

On passe a la formulation hamiltonienne en introduisant un troisiéme jeu de variables, p = (p;)
(duales de Legendre des q); I'espace des phases (sous-variété de dimension 2n de R3") est défini
par les équations :

pi = %(q, q)- (2)

Un point y est repéré par les coordonnées (q¢*,p;) et le hamiltonien du systéme y est donné par :

9) = pid" — L(¢,4)
=1

(ot on a inversé (2) pour éliminer ¢). Les équations du mouvement s’écrivent alors en termes des
p; et ¢* seulement :

oH ot — oH .
op ¢ og b
ou encore, avec le crochet de Poisson :
i ={".¢'ypp et pi={H,pi}rs, (3)

ot on note de maniére classique {f,g}pp = >, Op. f 04ig — >, 0gi f Op.g-

b) Description quantique

L’état quantique de ce méme systéme de particules est décrit par un vecteur [¢(t)) d'un es-
pace de Hilbert complexe £. Celui-ci est muni de deux familles complétes et sans dégénérescence
d’opérateurs hermitiens commutants, p = (p;) et § = (¢*), reliées par les relations de commutation

[q", p;] = ihdy;.

L’interprétation se fait en termes de probabilité de mesure : les résultats possibles d’une mesure
de la i®™°¢ coordonnée généralisée sur le systéme dans 'état |¢)(t)) sont les valeurs propres ¢* de
I'opérateur ¢ («observable» ), et la probabilité que le résultat de cette mesure soit ¢ est la norme au
carré de la projection du vecteur d’état (normé) sur le sous-espace propre de ¢* associé & ¢ (I'état
du systéme aprés la mesure étant par ailleurs décrit par cette projection). Autrement dit si on
note (‘q Sy @ >) les vecteurs propres communs aux §° associées aux valeurs propres ¢', ..., q",
les probabilités de mesure pour la i®¢ coordonnée, sur I'état |1(t)), sont données par

Pyup(@) = > [ ... .q" )|

(q7) i

On voit que la valeur d’une observable n’est prévisible avec probabilité 1 que pour un systéme dans
un ¢état propre de cette observable, et que la valeur moyenne de la i®me coordonnée sur I'état [1)(t))
est tout simplement (1)(t)| ¢* [ (t ))

L’opérateur hamiltonien (qui est aussi 'observable «énergie») est habituellement défini & partir
du hamiltonien classique, comme fonctionnelle de p et § : H = H(D,q) (P et § ne commutant pas
cela peut en fait définir plusieurs opérateurs — on examinera plus tard ce probléme d’ordre, il est
fortement relié au probléme de renormalisation) et on postule I’équation d’évolution du vecteur
d’état (représentation de Schrodinger) :

I0)

=), @

Une base de solutions (|¢g(t))) s’obtient trés simplement si on connait une base propre (|E))
de H (indicée par les valeurs propres E associées, avec multiplicité éventuelle), par la formule :
[YE(t)) = e Y| E) . On supposera dans la suite que les spectres des hamiltoniens utilisés sont
discrets (ce qui est le cas dans dans les applications).

Soit O un opérateur sur 'espace des états £ et posons O(t) = tH/MQe=itH/h (O d’aprés

(4) : [0()) = e /M 45(0)), ot on déduit ((1)] O |6(t)) = (12(0)] O(t) |$(0)). Ceci assure que les

régles d’interprétation précédentes peuvent également s’appliquer en utilisant des vecteurs d’état
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constants et les opérateurs O(t) : c’est la représentation de Heisenberg. L’équation d’évolution (4)
donne celle des opérateurs de Heisenberg (on a H = H) :

= ih[H, O(t)). (5)

On obtient pour les observables p et ¢ :

Ny i~ K ~

q;:ﬁ[H,qz] et pi:ﬁ[Hapi]-
On obtient ainsi des équations analogues a (3), on dit qu’on a quantifié les équations classiques du
mouvement.

¢) Covariance classique

On peut d’autre part s’intéresser & la description classique du méme systéme dans plusieurs
référentiels simultanément : une fois 'étude réalisée dans un référentiel Ry (coordonnées (g;)),
on souhaite avoir facilement accés & I’évolution des grandeurs qui le caractérisent dans d’autres
référentiels. C’est 'objet de la modélisation relativiste du systéme, pour laquelle on introduit,
parallélement & l’espace des phases, l'espace «ambianty ou «physique» V et surtout un groupe
de transformations G de cet espace (V acquiert sa véritable importance dans l'introduction des
théories de champs, cf. 2)). On s’intéresse ainsi & une classe de référentiels B = R(Mg) ou R
décrit G. Une grandeur physique est caractérisée par I'espace vectoriel E' dans lequel elle prend ses
valeurs, et par p : G — L(E) qui décrit la maniére dont elle se transforme lors d’un changement de
référentiel : p(R) associe & une valeur de la grandeur dans Rg la valeur correspondante mesurée
dans B = R(Rg). 1l est clair que p doit étre une représentation linéaire du groupe G dans E.
L’espace des phases lagrangien est alors la somme directe des espaces E associé aux grandeurs
caractérisant I'état du systéme, il est naturellement muni d’une représentation de G.

Dans les théories que nous étudierons, 1’espace affine ambient V' a une dimension temporelle
et une ou trois dimensions spatiales : @ = (¢,#) = z* (coordonnées contravariantes). Il est muni
de la métrique de Minkowski : 22 = t? — 2 = z,2* avec z, = (2, —7) = g,,2” (coordonnées
covariantes). Les opérateurs de dérivation sont notés 9, V = (9,), V= (0;), et on utilise les no-
tations d’Einstein (sommation sur les indices répétés, indices grecs pour les dimensions temporelle
et spatiales, indices latins pour les dimensions spatiales uniquement).

Le groupe de transformations choisi est celui de Poincaré, engendré par les translations (spatio-
temporelles), les rotations spatiales (quand il y a trois dimensions d’espace) et les rotations hyper-
boliques spatio-temporelles (correspondant aux passages entre référentiels en translation rectiligne
uniforme 'un par rapport a l'autre). On utilise en particulier les grandeurs et représentations
associées suivantes :

e Représentation triviale sur E = C (scalaires, non modifiés par un changement de référentiel).

e Représentation vectorielle sur E = R* (vecteurs) : p(R) est simplement la partie vectorielle
de ’application affine R. Le vecteur d’énergie-impulsion ou celui de champ électromagnétique
se transforment selon cette représentation.

e Représentation spinorielle sur £ = C* (spineurs pour un espace & trois dimensions) : si
R est caractérisé par le vecteur de rotation & = (wa3,ws1,wi2) et le vecteur vitesse ¥ =
(ctanh(wo;))i, on pose p(R) : G — e~ 19" 9w G avec wy,, = —w,, et 0., = 174, W] Pour
les translations R, on pose p(R) = Id. Les matrices 7 sont (par exemple) données par :

0 __ Id 0 i 0 O_i

V= 0 —1d y V= _o.i 0 ’

(01N 5 (0 =i\ 5 (1 0
avec O —(1 0), o —(1 0), o = 0o —-1)°

Notons que cela définit en fait une représentation projective : on a p(R1) o p(R2) = ¢(R1, R2)
p(R1R2) ot le «cocyle» ¢ est de module 1 mais ne vaut pas identiquement 1 (par exemple,
seule une rotation axiale d’angle 87 laisse un spin invariant ; un tour unique le transforme en
son opposé). Le véritable groupe de symétrie de la théorie est (I’extension par les translations
de) le groupe de spin, qui recouvre le groupe de Lorentz.
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e Représentation spinorielle sur E = C? (spineurs pour un espace a une dimension) : les
formules sont les mémes, avec un seul paramétre wg; = —wig et les matrices

)

Dans toutes ces représentations, seul le sous-groupe de Lorentz du groupe de Poincaré agit non
trivialement, ce ne sera cependant plus le cas lorsqu’on passera aux représentations induites pour
les champs.

Remarquons pour finir qu’en multipliant des grandeurs physiques associées a des représentations
de G on aboutit & d’autres grandeurs associées a d’autres représentations, qui se déduisent des
premieres :

pa(R).H = (pr(R).F) - (pc(R).G) si H=F-G. (7)

Les calculs se ménent facilement pour les représentations précédentes (en utilisant les transforma-
tions infinitésimales) et on constate que si ¢ est un spineur, ¥1) est un scalaire et (y"1)) est un
vecteur (ou on note E = wT'yO). De méme, si v est un vecteur, v? est un scalaire.

Les prescriptions de la relativité restreinte pour ’équation du mouvement se résument & une
exigence de covariance : on dit que la théorie est covariante si I’équation d’évolution prend la
méme forme dans tous les référentiels R déduits de Ry par action du groupe G (principe de
relativité). Autrement dit, si le systéme est décrit dans PRy par des variables (G;) caractérisées
par les couples (E;, p;) (par exemple : temps, position, vitesse, ...), et par I’équation d’évolution
f(G1, ...,Gy) =0, on doit avoir :

YREG  f(Gi,....,Gn) =0 <= f(p1(R).G1, ..., pu(R).Gpn) =0.

Dans le cas d’un systéme décrit par des équations lagrangiennes (1), la covariance est assurée par
I'invariance de 'action par changement de référentiel :

to th

VReg L(q(t),q()dt = [ L(pg(R).q(t), pg(R)-4(t))dt. (8)

ty t

Les quantités scalaires sont particuliérement intéressantes de ce point de vue car elles sont inva-
riantes sous l'action du groupe de Poincaré et peuvent donc étre utilisées dans des lagrangiens
pour construire des théories covariantes (on trouve des exemples de constructions de théories des
champs avec ce point de départ dans [32]), d’ou U'intérét des régles de calcul (7) lorsque le systéme
est décrit par des vecteurs ou des spineurs.

Une conséquence intéressante de la covariance, lorsque G contient des groupes a un ou plu-
sieurs paramétres réels, est ’existence de constantes du mouvement simples déduite de ’expression
différentielle de la condition d’invariance (8) (théoréme de Noether). Ainsi, pour un systéme de
particules classiques, l'invariance par les translations temporelles et spatiales méne aux conser-
vations de ’énergie et de la quantité de mouvement, et l'invariance sous le groupe des rotations
spatiales entraine la conservation du moment cinétique. Nous présenterons plus loin de telles lois
de conservation dans le cadre de la théorie des champs relativistes.

2) Cas des champs : une théorie quantique relativiste
a) Champs classiques

Les formalismes lagrangien et hamiltonien pour les champs présentent des particularités mo-
tivées par l'interprétation suivante. Un champ est un systéme & une infinité de degrés de liberté
o(Z) = (¢-(Z)), € E, qui peuvent étre considérés comme les coordonnées de particules évoluant
dans ’espace vectoriel E (la «charge» portée par le champ), et indicées par les points de 'espace
ambiant V. On peut par exemple penser a la surface d’'une membrane en vibration (comme limite
d’un réseau de points matériels en interaction). Le lagrangien est alors une fonctionnelle de ¢ et
(,Z.ﬁ, mais on suppose en fait que £ découle d’'une densité lagrangienne L, fonction de 'intensité
du champ, ¢(Z), et de ses dérivées, 0,¢(Z) (ce qui revient a limiter les couplages aux distances
infinitésimales dans 'interprétation évoquée, et est motivé par un principe de causalité qui interdit
les influences hors du cone de lumieére) :

L(6(1), (1)) = / Ca(d(t,7),0:(1, ), (1, ) PF.
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Ce choix entraine la localité des équations lagrangiennes (1) qui s’écrivent :

0 0Ly 0Ly
veee W o (G (¢, Vo) ) = G0, Volo)),
ou de maniére plus condensée :
9,0k _ _ 9%a, )

0udr) Oy

Elles dérivent de l'action & = [ Lq(¢(x),d,¢(x))d*z. 1l en découle immédiatement que le hamil-
tonien peut lui aussi s’écrire

oL - .
avec T, = aT;d(d” Vo) et Ha(, V) =1 — La(é, Vo),
et que les équations hamiltoniennes se mettent sous la forme :
OHg OHg OHgq )
= Pr t - az = Tp.
om0 T 86, 0@

Ce sont ces équations que nous retrouverons une fois effectuée la quantification.

b) Champs quantiques

La procédure de quantification décrite en 1) s’applique sans difficulté au systéme classique décrit
ci-dessus (on a simplement une infinité de particules). On introduit sur un espace de Hilbert £ deux
ensembles complets et indépendants d’opérateurs hermitiens commutant, (¢, (Z,t)) et (7, (Z,t)) (en
représentation de Heisenberg), vérifiant les relations de commutation a temps égal :

[¢T(f7 t))¢8(fl7t)] = 07 [ﬂ—r(f7 t)’ﬁs(i.'l?t)] = 07
et [on(T, 1), ms(Z',1)] = ih03(T — &)0rs.  (10)

Chaque famille admet une base orthonormale de vecteurs propres («shaped statesy), repérés par
leurs valeurs propres qui forment un champ classique ® : Vo € V ¢(z)|®) = ®(z) |®) (pour ce
qui concerne les notations, on a abandonné les tildes, et les valeurs propres sont désignées par des
majuscules grecques).
L’opérateur hamiltonien est H = H(¢, Vo, 7) ou les champs d’opérateurs sont pris a l'instant
t = 0. Le passage de ¢ a 'opérateur V¢ ne pose pas de probléme, par contre les problémes d’ordre
évoqués en 1) sont & nouveau passés sous silence, et avec eux les difficultés liés a la construction
d’un modéle explicite répondant & ces prescriptions. Les équations d’évolution,
Om, = S [H,m] et Oid, = 5[H,ér) (1)
s’explicitent alors dans les théories usuelles grace aux relations de commutation (10) et a la défi-
nition du hamiltonien en termes des opérateurs ¢ et m, on obtient des relations appelées équations

de champ dont on verra des exemples lors de la présentation des théories de Dirac et Klein-Gordon
en B).

c) Champs relativistes

D’autre part, les considérations de covariance classique prennent également une forme par-
ticuliére dans le cas des champs. G est toujours un groupe de symétries de ’espace ambiant V
(éventuellement recouvert par un groupe de spin). Si une représentation p de G est associée a
I'espace E (caractéristiques de la «charge» portée par le champ), la représentation p, associée a
I'espace EY (caractéristiques de la variable «champ») est donnée par :

VReG Va el (ps(R).0)(x) = p(R).6(R™"(x)) (12)

(c’est & priori un choix, ces représentations sont appelées représentations induites). On opére une
construction analogue pour V¢ a partir de la représentation py associée au gradient de charge
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(par exemple, lorsque G est un scalaire, VG est un vecteur). La condition d’invariance de I’action
s’écrit dans ce cadre

vReG VD [ Li(pR) o), o (R)VoeN' = [ Lalol) Vot (13
ou on a utilisé la définition (12) de py et pye, et un changement de variable.

Ces remarques, dans le cadre du groupe de Poincaré agissant sur ’espace de Minkowski, vont
nous permettre d’expliciter les conservations données par le théoréme de Noether. En utilisant par
exemple les translations infinitésimales (R(z) = z + ¢, pe(R) = 1d, pva(R) = Id), on explicite la
condition (13) en :

OLa(¢, V)  0La($, V) O¢r  OLa(¢p; V) 0 0
Oxh o 0, O+ (0, ¢y) Oxt Ozv

(le membre de gauche est un terme de surface, il résulte de la variation du domaine d’intégration),
soit encore grace aux équations de champ (9) :

6£d(¢7 v¢)
9(Oudr)

Ces lois de conservation différentielles (champs a divergence nulle) donnent par intégration sur
I’espace quatre constantes scalaires du mouvement :

aHI;w =0 ou I,uu = 7g,ul/£(i(¢a V(b) + au¢r-

P, - / (10Bur — gouLal(6, V). (14)

De méme, en exprimant U'invariance sous le groupe de Lorentz (a six paramétres réels), on obtient
(pour un champ spinoriel, ie & 4 composantes) la conservation de

1
M = /(a:”IO)‘ — 2T 4 1, X0 )d3F o BH = Z[’y“gy”]m. (15)

d) Covariance relativiste des champs quantiques

Nous aimerions maintenant étudier des théories des champs quantiques et relativistes : on utilise
pour cela les objets quantiques (en représentation de Heisenberg, pour éviter de privilégier le temps
par rapport aux variables d’espace) et les objets relativistes, c’est-a-dire d’une part les observables
et lespace de Hilbert £ introduits au début de la section, et d’autre part une représentation U (uni-
taire) de G sur &, avec les mémes régles d’interprétation (probabilité de mesure et changements de
référentiel). L’équation du mouvement doit étre de la forme (5) avec un hamiltonien H compatible
avec U. On impose en fait une condition plus forte en exigeant que les éléments de matrice (et en
particulier les valeurs moyennes) des observables se transforment comme les quantités physiques
qu’elles représentent, ce qui s’écrit :

VREG V&1, @y Vael (Di[d(a))|Dy) = pa(R). (21| d(x)|P2),
ou ' =R(z) et |9®)=U(R)|P),
e YREG Vref UMR) G(R@)UR) = pa(R).6(x) (id avec 7).  (16)

Une méthode générale pour aboutir & l'existence de U dans le cas du groupe de Poincaré est
de la rechercher sous les formes

U(R) = e+ (R translation) ou
UR) = e awn M (R transformation de Lorentz),

avec P*, MM des observables a priori quelconques sur £. La condition de covariance (16) est alors
I’exponentiation de la forme infinitésimale suivante :

i[P", or(2)] = 0" ¢p(x) et (MM, dp(2)] = 20" dr(x) — 20" (x) + T bs (),

i[P*,mp(x)] = P (x) et i[M* mp(2)] = 2#0" 7 (x) — 2V, (x) + Sh 75 (). (7

Dans toutes les théories étudiées ultérieurement on pourra vérifier que les opérateurs P* et MH¥
correspondant aux constantes classiques du mouvement (14) et (15) (obtenues par le théoréme de
Noether), conviennent. Ce sont des théories quantiques relativistes des champs.

[On reconnait d’autre part H = P et on voit que les équations d’évolution (11) sont contenues dans celles de
covariance (17), qui suffisent donc avec les relations de commutation (10) a définir la théorie (méme si ce sont bien

les équations de champ et ’expression de H qui se révélent les plus utiles dans les calculs).|
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3) Seconde quantification et équivalences
a) Systémes de particules quantiques

Revenons a la procédure de quantification de 1) pour un systéme de particules (en abandonnant
les coordonnées généralisées : V = R3"). Une réalisation couramment utilisée du vecteur d’état
[4h) est la fonction d’onde (71, ... ") = <fl, . ,:E'"|1/)>, qui indique amplitude de probabilité
de détection des particules en chaque point de I’espace. Les opérateurs vectoriels " et p; agissent
alors sur les fonctions d’onde par

(BW)(&h, ..., 2") =ihV,u(Zt, ..., 2",
(X0 (2, ..., 2" = 2W(@E, ..., 2",

et Péquation de Schrédinger (4) peut se réécrire H(P, X)W = 8, ¥. Plagons-nous dans le cas ou
les particules sont indépendantes et décrites par des hamiltoniens h; (ie H(p, %) = > hi(pi, 2%)),
et supposons connues les solutions de l’équation de Schrédinger pour la fonction d’onde d’une
particule :

i

ot

ou, ce qui revient au méme, les solutions de 1’équation aux valeurs propres (supposées dénom-

brables) :

hi(P;, X)ip; = ih (18)

Vi hi(Po XD oik = Eirpir  (Vin(E 1) = e 7Pkl (7)),

Alors on dispose immédiatement des fonctions d’onde solutions de 1’équation pour le systéme :

\Ijkh ceoskon, (ta fl? s ’fn) = H %‘,ki (iﬂ’ t)' (19)

Notons les relations d’orthogonalité vérifiées par les 1; , :
Z w:k(:a t)wi,k(f/’ t) = 6<f - f/) et /w:k(fa t)wi,k' (fa t)dsf = Ok - (20)
k

On ne sait décrire ainsi que des systémes ayant un nombre fixe de particules. Pour décrire
un systéme a un nombre variable de particules identiques (ie Vi h; = h, en particulier Wy, . g,
définie par (19) est symétrique), on construit de maniére plus générale un espace de Hilbert (dit
«de Fock») en se donnant une base orthonormée d’états, (|a))q, ot @ = (a1, ..., Qp, ...) et oy
est le nombre de particules dans ’état 15, (tous les états ne se décomposent pas sur cette base
du fait de la complétion nécessaire a l'obtention d’un espace de Hilbert). On définit également
lopérateur d’annihilation pour 'état k par ay |a) = va, — I|a — (dix)) et ax |0) = 0. Son adjoint
est un opérateur de création : a£ la) = /oy | + (0ix)), et on a les relations de commutation :

lak,ar] =0, [ak,a;] = O (21)

Ny = aka}; et H =) EiNj sont clairement les observables respectives «<nombre de particules dans
létat k» et «énergiey, au sens des régles d’interprétation définies en 1), et sont diagonaux dans
la base (|a))q. Enfin H détermine I’équation d’évolution (4) de cette théorie quantique. On dit
que cette derniére est obtenue par seconde quantification de la théorie quantique a une particule
caractérisée par son hamiltonien h.

Introduisons les opérateurs

ST ) =Y (@ ar et ¢ (T1) = (F ) =Y vi(# t)al.

On vérifie a l'aide des relations d’orthogonalité (20) que aj, = [ ¥} (7, t)¢ " (7, t)d3T (pour tout t) et
que les états |¢, 1, ..., ") = ¢~ (Z1,t)--- ¢~ (Z",)]0) forment une base orthogonale de I'espace
des états. Cette base permet de définir pour un état |#) quelconque la fonction d’onde (indicée par
neN):

O, (t, 7L, ... &™) = (0| T (1 1) ¢ (F™,1)0), (22)

qui s’interpréte bien comme fonction d’onde pour la composante n-particulaire de |8), dans la
mesure oll pour un vecteur propre & m particules de H, [0) =Y, ‘LL |0), on obtient la fonction
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(19) introduite précédemment : ©,, = §,n Pk, .. k,,- Un état quelconque s’écrit donc a linstant ¢
comme superposition d’états n-particulaires de fonctions d’onde ©,, :

9= 2/9"(”3”’ BT GE ) se(E ) [0) dPE
n=1

Les états |t, 2!, ..., % ”> s’'interprétent en particulier comme états particulaires du systéme, et
¢~ (#,t), comme opérateur de création de particule en Z.

Etudions de plus prés ces opérateurs, ou plutot les opérateurs hermitiens ¢(Z,t) = ¢+ (Z,t) +
¢~ (#,t). Les relations de commutation des aj permettent de vérifier qu’a temps égal les ¢(x)
commutent. D’autre part H s’exprime en fonction de ¢ :

H = Z(Skk/ akaL,Ek,
=Y apa, / (1) ?aﬂpg,(m) 437 (cf (18), (20))
=1 [67@0 a0 @0 .

et les relations de commutation des aj permettent d’obtenir celles des ¢(x) : [0:¢™ (%, 1), ¢~ (Z,1)] =
0et [¢pF(2',t), ¢ (Z,t)] = 6(Z — £’), qui donnent :

i

HHo@0] = [167@ 0.7 @0) 067 (@0) ¢ = 07 (3.0)

On peut faire les mémes calculs pour ¢ et on obtient finalement I’équation d’évolution pour ¢ :

i .

HH, 0] = 6. (23)

b) Equivalences

L’espace de Hilbert £, muni d’une part de 1’état vide |0) et des opérateurs de création aL, et
d’autre part des observables ¢(z), s’interpréte donc a la fois comme espace des états d’une théorie
particulaire quantifiée et comme espace des états d’une théorie des champs (scalaire) quantifiée.
De plus les vecteurs d’état ont la méme équation d’évolution, déduite du méme hamiltonien, dans
les deux théories. On dit que les deux (modéles des) théories physiques étudiées sont équivalentes.
Pour obtenir une théorie de champs vectoriels il suffit d’introduire plusieurs types de particules
(avec éventuellement des termes d’interaction dans le hamiltonien).

Il n’est pas évident en général d’effectuer le chemin inverse, c’est & dire de mettre en évi-
dence dans une théorie quantique de champs une théorie particulaire. Supposons cependant que
les équations d’évolution (11) d’une théorie obtenue par la premiére quantification se résolvent
en ¢(z) = > (Yr(Z, t)ar + Vi (Z, t)aL) ou les fonctions scalaires 1y, vérifient des relations d’ortho-
gonalité analogues a (20), et les opérateurs ay, les relations de commutation (21). Si de plus le
Hamiltonien peut se mettre sous la forme ) EkakaL7 on voit que la théorie aurait pu étre obtenue
par seconde quantification d’une équation d’onde associée & un hamiltonien particulaire . On n’a
pas & priori d’expression simple de h, mais la connaissance de ses états propres ¥y et énergies
propres Ey suffit. Il faut de plus choisir un état vide pour construire ’espace de Fock, on prend
usuellement 1’état propre de champ nul.

Les hypothéses précédentes seront (en gros) vérifiées dans les théories de champs libres que
nous étudierons en B)3) et B)4), et ¢’est pourquoi on pourra parler a leur sujet d’équivalence onde-
corpuscule : le méme objet mathématique décrit un champ ou des particules selon la maniére dont
sont appliquées les régles d’interprétation quantiques. On voit par ailleurs que la dualité repose
plus sur des relations entre opérateurs que sur des identifications directes entre états.

Ces particules sont-elles des bosons ou des fermions ? La réponse est immédiate puisqu’on dis-
pose d’opérateurs de création qui nous permettent de placer autant de particules que 1’on souhaite
dans un méme état 1. La nature bosonique des théories construites apparait également dans I'ex-
pression des fonctions d’onde n-particulaires (22) : les opérateurs ¢(z) commutant a t fixé, elles
sont symétriques. Si nous voulons disposer de théories fermioniques, nous devons donc en particu-
lier remplacer ces commutations par des anticommutations. En fait la procédure de quantification
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de 1) reste valide lorsqu’on remplace tous les commutateurs [, | par des anticommutateurs { , }
(des signes peuvent apparaitre dans les équations de covariance, en particulier dans (16) lorsque
qu’on utilise des anticommutateurs dans (17), et la représentation p est alors projective, ce qui est
tout a fait acceptable puisque deux vecteurs colinéaires de £ décrivent le méme état physique).
De méme on peut adapter 3) en imposant o € {0,1}" et aL |y = 0 si az = 1, alors tous les
commutateurs sont remplacés par des anticommutateurs. On dispose donc de quatre procédures
de quantification (champs et particules fermioniques et bosoniques) : est-il possible d’établir des
équivalences entre fermions et bosons comme on en obtient entre ondes et corpuscules ?
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B) Equivalence entre Fermions et Bosons en Physique

Nous introduisons tout d’abord deux outils trés utiles en théorie des champs (propagateurs
et champs libres), puis les théories, dites de Thirring et de Sine-Gordon, entre lesquelles ont été
établis des résultats d’équivalence. La présentation du premier d’entre eux sera I’occasion de mettre
en ceuvre des techniques classiques en théorie des champs, et le second nous permettra de décrire
plus précisément 1’équivalence étudiée. Nous aurons a procéder & des renormalisation élémentaires :
additives en 3), 4), 5), et 6) (ordres normaux), multiplicatives en 7).

1) Propagateurs usuels

Une idée naturelle (issue de l'optique et du théoréme de Huyghens) en théorie classique des
champs est de considérer I’évolution du champ entre ¢ et ¢ > ¢ comme la propagation d’ondes
émises & t en tous points, par le champ ¢. Reste a savoir comment ces ondes se recomposent,
c’est-a-dire quelle est I'intensité en (Z',¢') de 'onde qui s’y est propagée depuis (&, t). Bien str, les
propriétés de linéarité et superposabilité du champ imposent que cette intensité soit proportionnelle
a ¢(Z,t), mais cela ne suffit pas si on veut rester fidele a I’évolution décrite par les équations de
champ et on introduit un facteur multiplicatif, le propagateur de (Z,¢) a (Z’,t'). Finalement on

est donc amené & l'expression :
ot —t)o —1/G t)p(Z,t)d>z,
ou de maniére plus condensée :

Ot —t)o —1/Gm x) 5%, (24)

avec 0(t) = 1si ¢t > 0, 6(t) = 0 sinon (fonction de Heaviside). Si ¢ est un champ vectoriel, G est
matriciel. La connaissance du propagateur G, s’il existe, est clairement équivalente a la résolution
des équations de champ avec donnée initiale.

Lorsque l’équation de champ peut se se mettre sous la forme (i9; + D)¢ = 0 (D opérateur
linéaire, comme dans le cas de la théorie de Dirac), il vient par application de i9; + D en 2’ :

i6(t —t')o /d) VD G(2', x)d?
donc G doit étre solution de I’équation
(i0; + Do )G (2, x) = 6* (2’ — z).

Ceci ne définit pas G de maniére unique et on constate en effet en remontant les équations que pour
une telle fonction G, §(¢' —t)p(a') —i [ G(2’, x)$(z)d>T’ est solution de I'équation de champ, mais
n’est pas nécessairement nulle. Il faut imposer & G des conditions aux limites pour retrouver (24),
par exemple : G(z',x2) = 0 pour ¢’ < t. Si c’est possible, 'existence du propagateur est assurée.

Plus généralement, on s’intéresse aux solutions de ’équation de Green, définie pour des opéra-
teurs de champ D plus généraux (D = i0; + D dans le cas précédent) :

D, G(2',x) = 6*(a' — ), (25)

(il s’agit d’inverser un opérateur non borné). Dans le cas des théories de Dirac (D = iy*0, —m) et
Klein-Gordon (D = 9,0" + m?), cf 3) et 4), Pinvariance des équations par translation assure que
les fonctions de Green peuvent se mettre sous la forme S(2',7) = S(z' —x) € My et A(z',x) =
A(z' — ) € R respectivement. On recherche en fait les transformées de Fourier G définies par
i b A d*p
i _ —ip,xt
G —x)= /e Pt G (p) )t (26)

En remplagant dans (25) il vient, grace a l'injectivité de la transformée de Fourier et a 1’expression
52" —z) = [(2m) texp(—ip,z™)dip

U

Hp X 1
(p) = 1)2_7;;2 et A(p) = 2 —m? (27)
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On obtient alors les solutions de (25) en traitant Uintégration sur py € R de (26) par une intégration
sur un chemin du plan complexe légérement différent de R (puis par un passage a la limite), qui
évite les poles pg = ++/p2 4+ m?2 de G. De plus, si on referme ce chemin a linfini dans un des
demi-plans Impy > 0 ou Impg < 0 (selon le signe de z° et de maniére & ce que 'exponentielle
exp(ippz") rende le terme correspondant nul dans le passage a la limite), la formule de Cauchy
s’applique et on obtient, par exemple pour un chemin sous le pole négatif et au-dessus du poéle
positif :

/u_ru) ’Y“pu +m dgﬁ
2[po|  (2m)?

et AF({E/,‘W) _ _i/e—ip“(a;/u_zu)

oll pg = /P2 +m?2 pour t/ >t et pg = —+/p2% +m? pour t' <t.

Dans ce cas on a donc des conditions aux limites différentes de celles qui donnent un propagateur
vérifiant (24) : S et Ap, appelés propagateurs de Feynman, ont des fréquences positives dans le
futur et des fréquences négatives dans le passé, ils interviennent dans le calcul des matrices de
diffusion. Remarquons qu’il y a trois autres choix possibles pour le chemin dans le plan complexe,
qui donnent d’autres conditions aux limites : notamment, en passant sous les deux poles, on obtient
des fonctions G nulles pour ¢ < t. C’est le cas des propagateurs suivants :

Sp(@',x) = —i/e‘i”“(z
1 &y
2[po| (2m)®”

Sp(a'y) = 0t —)S* (@',x) et Ay (! x) = O(F, DA (', 2),
ou St et AT sont les parties a fréquence positive de S et A :
S(z',x) = ST (2", 2) + S (2, )

—i/ <€‘ipu<w’“—x“)%—m + eipu(a o) Y Pu t m) d’p
2po 2po (2m)3

et A(r',z) =A% (2", 2)+ A (2/,2)

o R
P G T )
1/(6 Py ep} ) (27_(_)37

avec pg = /P2 + m?. On utilisera enfin dans le paragraphe suivant deux autres solutions de
Péquation de Green (25), obtenues en gardant les fréquences négatives de S et A :

Sret (7', 2) = =0t —)S™ (2", 2), Apet(2',2) = -0 —t)A™ (2, z)
et Saav(z',x) =00t —t)S™ (', 2), Aaav(z',z) =0t —t)A™ (2, ).

Les propagateurs S et Sye vérifient 'équation de départ (24).

Les propagateurs apparaissent également dans la théorie quantique : supposons que I’équation
classique de la théorie considérée se mette sous la forme D¢ = 0. Alors la fonction d’onde a une
particule © d’un état quelconque (donnée par (22) avec n = 1) est un champ classique qui vérifie
la méme équation. On peut lui appliquer ce qui précéde et écrire, quand I’équation (24) est valable
(théorie de Dirac typiquement) :

ot —t)0(z') = /G(z’,x)@(:z:’)d3f.

Le propagateur G(2/, z) s’interpréte alors comme l'amplitude de probabilité de propagation d’une
particule seule de = & 2’. On peut retrouver ce fait par le calcul direct dans le cadre de la théorie de
Dirac, mais aussi de Klein-Gordon : en utilisant les expressions des opérateurs de champ en fonc-
tion des opérateurs de création ay, on obtient (0| ¢(z")p(x)[0) = (0] ¢+ (z")p~ (z) |0) = Ay (2, 2)
et (0] o (2" )hs(2)[0) = Sy.ap(z’,2) (cf [4]). De la méme maniére on aboutit & des expressions
quantiques des autres fonctions introduites plus haut, par exemple pour le champ de Dirac :

(0 [fa(2), 5 ()] [0) = iSap(a', z),
<0‘ [’(/)a(l‘/), wﬁ(x)] |O>79(t/ - t) = _iSTet,Ozﬁ(x/ - JJ),
01 T(¥a(a'), ¥p(2)) 0) = iSFap(a’ — @),
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ot l'on convient de noter T(a(x’),b(x)) = 0(t' — t)a(z')b(x) — O8(t — t')b(x)a(x’) (ordre temporel).
La derniére expression fournit en particulier une interprétation du propagateur de Feynman : c’est
Pamplitude de probabilité pour la propagation d’une particule de x a z’ quand ¢’ > t, et pour la
propagation de son antiparticule de 2’ & x quand t > ¢’, ou, du point de vue de la théorie des trous
(pour plus de détails a ce sujet, voir [3]), pour la propagation d’une particule de charge donnée de
z a z’, quels que soient ¢ et t’.

2) Théories avec interaction

L’introduction de termes d’«interactiony (non linéaires) en théorie des champs est plus délicate
que, par exemple, dans une théorie corpusculaire classique. L’objectif des théories avec interaction
est en effet la description de I’effet de collisions, création/destruction de particules, par exemple, sur
I’évolution des objets mis en évidence dans la théorie libre : particules, champs ... Tout le probléme
consiste alors & reconnaitre ces objets dans le formalisme de la théorie avec interaction (principe de
«non-séparabilité») : si dans une théorie élémentaire on peut limiter temporellement l'interaction
et étudier les transformations subies par les grandeurs caractéristiques des objets libres au cours de
cette période, dans une théorie relativiste des champs ce n’est plus rigoureusement possible puisqu’il
faudrait, pour des raisons de covariance, que U'interaction soit également spatialement localisée (on
verra cependant qu'une étude temporellement asymptotique est possible). Un autre moyen de
résoudre ces problémes est de procéder par perturbations, c’est-a-dire d’étudier le Hamiltonien
H = Hy+ aH;y, pour tout a et d’effectuer un interprétation des objets perturbés «par continuitéy
en «. Mais encore faut-il que les quantités obtenues soient effectivement définies et continues pour
0 < a < oexp, ce qui n’est pas forcément le cas lorsque la valeur expérimentale ceyxp, n’est pas
petite.

On préfére donc opter pour une méthode plus générale et plus rigoureuse qui consiste a définir
directement dans la théorie avec interaction des objets mathématiques décrivant 1’état du systéme
«avanty et «aprésy» l'interaction, au sens des régles d’interprétation de la théorie libre. Plus pré-
cisément, on va définir des champs d’opérateurs ¢i, et ¢ous, €t on interprétera le produit scalaire
0] Pout (Tr,) - Dout (1) © (Gin(Ts,) - - - Pin(xs,))T |0) comme amplitude de probabilité de transition
de (¢(zy,) - d(x,))T0) & (s, ) - - - P(x5,))T]0), états de la théorie libre que I'on perturbe. Le pro-
pagateur joue un role fondamental dans cette construction, on pourrait méme imaginer construire
différentes interprétations de la théorie avec interaction en partant de propagateurs différents.

Soit donc une théorie quantique des champs obtenue par introduction d’un terme non linéaire
dans une théorie «libre» (paramétrée par une «masse» mg) et donnée par les relations de commu-
tation (10) et de covariance (17), avec des P et M"¥ correspondant aux constantes classiques du
mouvement. Pour u = 0 on obtient en particulier une équation de champ du type :

Dmg¢ = .](¢)a (28)

oil Dy, est Popérateur de la théorie libre que I'on perturbe (par exemple, 949, + mé ou iv*9, —
mo dans les paragraphes suivants). Le champ d’opérateurs j(x) est le terme d’interaction. La
perturbation étant susceptible d’influer sur la masse des objets étudiés, on introduit maintenant
un champ ¢; permettant de décrire les effets de l'interaction sur des objets libres de masse m, a
priori différente de my.

Soit 7 = j + (Dm — Dimy)¢ le champ d’interaction corrigé d’un terme de masse, et G(-,- ;m)
une fonction de Green de la théorie libre de masse m (ie une solution de (25)). L’expression

o) = d(x) - / G,y ;m)i(y)d'y (20)

pour les opérateurs de particules libres de masse m est satisfaisante a plusieurs points de vue :

e Elle est covariante dans la théorie perturbée : en particulier, [P*, ¢;] = —10*¢; donc ¢; vérifie
la méme équation d’évolution (5) que ¢ (mais on ne peut en déduire d’équation de champ de
type (28) pour ¢; car H est construit sur ¢ et non ¢; : H = H(¢) # H(¢;)). Cette propriété
découle de la covariance de j, grace a un changement de variable dans la partie intégrale de
(29).

e Elle vérifie 'équation de champ libre de masse m, D,,¢; = 0 (on utilise ici le fait que G
vérifie (25)).
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e Elle vérifie les relations de commutation (10) & temps égal (m; s’exprime en fonction de ¢;).

Pour un bon choix de G, et en faisant abstraction des problémes de renormalisation (voir a ce
sujet [4]), on a en outre ¢(z) — ¢;(z) quand ¢ — —oo, dans un sens faible (plus précisément :
{a] ¢T(t)|8) — (af gi){' |3), avec |a), |3) des états normalisables et ¢/ le champ intégré contre une
solution normalisable f de I’équation classique libre). On note ¢, le champ libre (dit d’entrée)
vérifiant cette propriété, dans le cas des théories de Dirac et Klein-Gordon il est obtenu pour
G = St et G = Ayt respectivement. Un autre choix de G (G = Saqv et G = A,gy) donne le
champ libre dit de sortie vérifiant le passage a la limite ¢(x) — dout(z) quand t — +oo (au méme
sens que précédemment). Remarquons que ces passages a la limite précisent dans quelle mesure
un raisonnement asymptotique pour interpréter la théorie est possible : on montre en particulier
que la convergence est fausse au sens des champs d’opérateurs (cependant, les opérateurs ¢/ sont
les seuls intéressants physiquement : création de paquet d’onde, mesure moyennée sur une région
localisée ...). Tous les calculs pour I'étude de la théorie perturbée portent alors sur ¢i, et @out,
par exemple la probabilité de diffusion de z; & x5 pour une particule seule (associée au champ
#) est | (0, in| ¢in(1)dout (v2)7]0,0ut) |> (]0,in) est I'état propre de champ propre nul du champ
d’opérateurs ¢, ). Dans la suite ¢; désigne un champ libre quelconque dans la théorie perturbée, et
si m est sa masse, |0, m) est 'état vide associé (on s’intéresse peu en général a ’état vide associé
au champ perturbé ¢).

3) Théories de Dirac et Thirring

On introduit maintenant les théories particuliéres dans le cadre desquelles a lieu ’équivalence
entre bosons et fermions que nous nous proposons d’étudier. Le point particuliérement important
de ce paragraphe et du suivant est I'introduction de ’ordre normal d’un produit d’opérateurs,
qui permet le passage des grandeurs physiques classiques aux observables quantiques. On procéde
essentiellement de deux maniéres : dans le cas des champs libres (ce qui inclut les champs ¢
du paragraphe précédent), on utilise la résolution de 1’équation de champ, dans celui des champs
perturbés, on part d’un développement de Fourier a ¢t = 0.

La théorie de Dirac est construite par quantification de 1’équation de champ classique (spino-
rielle : ¥(x) a 4 composantes) suivante :

(178, — Mo) = 0 (30)

(My € R est la masse de la théorie), qui dérive de la densité lagrangienne

£ = p(iy"0, — Mo)ip.

Le moment conjugué de 1) est alors 7 = iy!.Une légére nuance doit étre introduite par rapport
a la construction de A)2) : 'équation (30) conduit & des énergies positives et négatives, d’ou
I’absence d’état fondamental et des transitions vers des états d’énergie infiniment négative ... Pour
éviter cela, on interprétera 'état du vide |0) (champ nul) comme ’état du systéme ou tous les
états particulaires d’énergie négative sont occupés («mer de Dirac» ), et on construit une théorie
fermionique ie avec principe d’exclusion. Cela fait de |0) un état fondamental, relativement auquel
sont utilisées les régles d’interprétation classiques (par exemple, |0) est un état sans particule au
sens des observables N et N~ introduites plus bas).
On impose concrétement les relations d’anticommutation :

{0u(@, 1), 05 (T', )} = {0l (@), 0](@ )} =0 et

(31)
{i(@,0), 0@, )} = 8@ - )8,
et les équations d’évolution (11) de A)2) avec la densité hamiltonienne :
H = (—in'; + Moy
ol : : désigne une convention d’ordre détaillée plus bas. Cette expression du hamiltonien et

les relations (31) permettent d’expliciter I’équation d’évolution (11) en 'équation de champ (30)
pour les opérateurs, qui assure alors que les opérateurs de champ peuvent s’écrire, en posant
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P2+ M :
1;[)(31 t) = ¢+(f, t) + 7/’—(57 t)

439 1 . N _ipta . . .
szﬂ;l/ <\/%)3 VPo (b(p’ s)u(p, s)e v+ d' (7, s)u(p, s)e ) (32)

DPo

ot b(p, s), d'(p, s) sont deux familles d’opérateurs, et u(p,s) et v(p, s), des champs spinoriels clas-
siques (cf. par exemple [3] pour leur expression). Cela permet de définir a posteriori la prescription
d’ordre, qui consiste & écrire les produits d’opérateurs ¢ en les développant a ’aide de ¥4 et ¥_
et en placant les 1)_ a gauche des ¥,. On a ainsi par exemple :

()Y () = Y7 (2) + 20 (2) vy () + ¢2(2). (33)

Avec cette convention, le raisonnement conduisant & (32) reste valable et la prescription d’ordre
est donc bien définie.

On vérifie d’autre part a l’aide des relations de commutations (31) celles des opérateurs p et d,
par exemple :

{b(5,5),b(p", ')} = {7 (5,5),bT(5",5')} =0 et
{b(@ 5)7 bT(ﬁ/, 8/)} = 585’53(ﬁ_ ﬁ/)

En outre le hamiltonien et les observables de moment (H = PY) s’expriment en termes des opéra-
teurs bet d :
Pr= Y [V Es) N ()
s==+1

avec NT(7,s) = bT(7,8)b(p,s) et N=(p,s) = d'(p,s)d(p,s) (observables de nombre de particules
d’énergie positive au-dessus du vide, et de nombre de trous dans le vide). Il apparait ainsi que les
opérateurs b et d sont les opérateurs de création qu’on aurait obtenus par seconde quantification
avec deux types de particules : la théorie de Dirac fait apparaitre une équivalence onde-corpuscule,
conformément & ce qu’on avait annoncé en A)3)b). Remarquons pour finir que 1’énergie du vide
|0) (qu’on interpréte comme énergie relative a la mer de Dirac) est nulle, c’est le résultat de la
prescription d’ordre décrite plus haut (on aboutit sinon a un état vide d’énergie infinie).

Nous introduisons maintenant la théorie fermionique avec interaction, dite de Thirring sans
masse, que nous utiliserons dans le cas d’un espace & une dimension (¥ = z € R, on omettra
parfois de noter la dimension temporelle pour alléger les expressions). Elle est construite a partir
de celle de Dirac, avec des relations d’anticommutation analogues a (10) et la densité lagrangienne :

. . 1 - _
Laq= LY+ L = (iv,0" — Mo)p — IV PPN,

qui est covariante grace au caractére scalaire des expressions utilisées (cf. (7) et les remarques
suivantes). Pour définir les opérateurs quantiques il faut de plus se donner une prescription d’ordre,
pour cela on procéde par analogie avec la théorie de Dirac. Les développements (32) n’ont plus
de raison d’étre valides, cependant on a des expressions de la méme forme & temps fixé, par
développement de Fourier. On définit ainsi les opérateurs b(p, s, m) et d(p,s, m) pour une masse
m arbitraire par :

1 dp
Vw(p,m) V2
at=0 et avec w(p,m) = v/p? + m?2. Dans la suite on prendra m = 0. Comme dans le cas libre ce
développement s’écrit ¢ = ¥+ 41~ et on a de méme ¥ = T + 9~ o YT =~ et Y~ = ¢+. La
prescription d’ordre consiste alors a écrire les produits d’opérateurs de telle maniére que les P,
1T soient & droite des ¥~ et ¥~ a t = 0. Les opérateurs évoluent ensuite & partir de cet ordre,
conformément & 1’équation de champ avec perturbation, et (34) n’est plus valable pour ¢ > 0, pas
plus que les identités du type (33).
La théorie «libre» que ’on utilise pour étudier cette théorie avec interaction est simplement la

théorie de Thirring sans masse (My = 0), pour laquelle on dispose de résultats simples. Soit ¢; un
tel champ libre (en représentation de Heisenberg) dans la théorie de Thirring massive (au sens du

bty =3 / (b(p, 5, m)ulp, s)e™ P + ! (p, 5, m)v(p, 5)e7") (34)
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paragraphe 2)), et soit |0) I’état vide associé (on ne note pas la masse du champ libre car elle est
fixée par définition a 0). On utilise pour ; 'ordre normal défini par les mémes équations (valables
a tout t) que dans le cas de la théorie libre, comme annoncé plus haut.

Le premier résultat d’équivalence entre fermions et bosons que nous allons étudier repose sur le
calcul de moyennes sur le vide de produits de certains opérateurs libres, dans la théorie bosonique
et dans la théorie fermionique. Il a été présenté pour la premiére fois par Coleman dans [11]. Plus
précisément, on calcule les produits scalaires entre états de la forme o, (21) - - 05, (zx) |0) avec
s; € {+,—} et o1 = Y;(1 £ 75)¢; (lorsque tous les intervalles entre x; sont du genre espace) :

0 si > s; #0
(0l Hgsi(xl) 10y = { A?n [Tisl(zi = x;)?)si%i0 sinon, avec § = (1+ %)_1 . (35)
A est une constante introduite par un choix de renormalisation.

Ce calcul dépasse le cadre de notre exposé (il faut en particulier résoudre des problémes de
divergence, particuliers a la théorie de Thirring sans masse, et définir des renormalisations), cepen-
dant il est plus simple dans le cas de la théorie de Dirac, ¢’est-a-dire avec g = 0 (on peut d’ailleurs
déduire le résultat général de ce cas particulier). En effet, si on utilise la notation complexe pour
les points de ’espace spatio-temporel bidimensionnel (dans la version euclidienne et non minkows-
kienne de la théorie), 'opérateur de Dirac (avec une masse nulle) D = 49y +~'9; prend une forme
simple (7° et ! étant données par (6)), et, conséquemment, 'équation de Green également :

0 20.\ (S+11 St2 o _on(1 0
(232 0 ) <S+,21 S+,22> (2 =2 =d(z =) (O 1) .

La résolution est facile grace a I'égalité élémentaire 05 (271) = 7d(z — 2/) :

On en déduit immédiatement 1’expression d’une contraction, d’aprés les résultats sur les propaga-
teurs du paragraphe 1) :

1
2m(z1 — 29)

1
27‘(’(21 — 52) '

(0 11 (21)i2(22) |0) = et (0] ra(z1)vn(22)[0) =

Le théoréme de Wick (énoncé en 5) dans sa version «bosonique» (41)) donne alors le résultat an-
noncé. Par exemple, expression o4 (21)0_(22) = —441(21)¥i12(22)112(22)Y11 (21) permet d’obtenir

-1 1 1
0 -(22)[0) = —
(0] oy (21)0-(22) 0) T2 21 — 2959 — 21

ce qui est le résultat voulu : —(21 — 22)(22 — 21) = |21 — 22)® = ||lz1 — 22||?.

4) Théories de Klein-Gordon et Sine-Gordon

La théorie de Klein-Gordon est construite par quantification (bosonique) de I’équation (scalaire)
classique :

(00" + MP)¢(x) =0, (36)

qui dérive de la densité lagrangienne
1 o 2.2
L= 5(8,@8 o — Miop )

Le moment conjugué de ¢ est alors 7 = ¢. On impose ainsi les relations de commutation (10) et
les équations d’évolution (11), avec une densité hamiltonienne quantique définie par

1 .
H=: 5(71'2 + 0;00" ¢ + M12¢2) :,
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la prescription d’ordre sera définie ci-dessous. L’équation d’évolution se réécrit, comme en 3), sous
la forme de I’équation de champ (36) pour les opérateurs, ce qui permet de développer le champ :

Qﬁ(f, t) = ¢+(f7 t) + (bi(fv t)

- / (\/%zpo (a(ﬁ)e-ipw“ + af(ﬁ)ew“) 7 (37)

avec 'égalité pg = \/p? + M3, et a(p’) une famille d’opérateurs. Cela permet de définir la prescrip-
tion d’ordre utilisée, comme pour la théorie de Dirac, en écrivant les ¢~ () a gauche des ¢™ (x) dans
les produits d’opérateurs ¢. D’autre part on obtient en inversant (37) les relations de commutation
des a(p), qui se trouvent étre celles, (21), de la seconde quantification. On vérifie enfin ’expression
du hamiltonien et de 'observable de moment, en posant N (7) = a(p)a’(7) :

1 el
Pu=3 /p"N(p)ddp
avec N(p) = a(p)a’(p) (observable de nombre de particules). La théorie de Klein-Gordon fait
donc apparaitre une dualité onde-particule, comme celle de Dirac, ¢~ et ¢ sont des opérateurs
de création et annihilation de particule.

Nous nous plagons désormais dans un espace & une dimension (comme pour la théorie de
Thirring). La théorie bosonique que nous étudierons, dite de Sine-Gordon et issue de la théorie de
Klein-Gordon, est définie par les relations de commutation (10) et la densité lagrangienne :

: 1 (6 7))
La=LY+ Ly = 5(3;@3“@5 - M7¢?) + I cos(8¢),
qui est clairement covariante (¢ est scalaire). Il nous faut de plus une prescription d’ordre que
nous introduisons comme précédemment, & temps fixé. Pour une masse m choisie arbitrairement
on définit ainsi les opérateurs a(p, m) par

L dp
w(p,m) 21’

ot w(p,m) = /p? +m? et t =0. Ce développement permet de définir ¢, ¢, 7+ et 7, et donc
un ordre normal pour la théorie perturbée, comme plus haut.

On va utiliser pour I’étude du champ de Sine-Gordon des théories libres (ie de Klein-Gordon)
de masses p diverses. L’état du vide associé sera noté |0, ), et 'ordre normal correspondant, N,
(c’est celui de la théorie de Klein-Gordon de masse u). ¢; désigne spécifiquement le champ libre
de masse p = M;. L’ordre normal placant les opérateurs de destruction & droite, on a pour toute
série entiere f : (0, u| Ny f(é1) 10, 1) = 0.

o 1) = / (a(p, m)e " + a(p,m)ie®)

Soit Ay = N,,eTP? . Notre but est de calculer les produits scalaires entre des états du type
A, (1) -+ - As, (z1) |0, M) (s; € {+,—1}), dans le cas de masse nulle. Cependant on ne fera tendre
M vers 0 qu’a la fin des calculs pour contourner les problémes de divergence de la théorie de
Klein-Gordon de masse nulle. La masse m qui intervient dans la définition de Ay sera en général
non nulle, et reliée a la constante de renormalisation A qui apparait dans (35) : ainsi on utilise
pour ¢; un ordre normal non naturel (ce qui est en fait une maniére de renormaliser la théorie).
Nous recherchons donc une expression de la quantité, déja calculée dans le cadre de la théorie de
Thirring, (0, M| ] Npel®® @) |0, My) avec 3; = 413

5) Changement d’ordre normal

Il est naturel de penser que le calcul serait plus facile si 'ordre normal utilisé était Ny, plutot
que N,,, nous allons donc étudier I'influence d’un changement d’ordre normal sur une exponentielle
d’opérateurs de champ libre. Pour cela on utilise 1’égalité trés utile suivante sur les opérateurs de
la représentation de Heisenberg :

R 2 1 R 2
e T o (—2 / J<x>A+<x—y,u>J<y>d2xd2y) N, (7 T@n@a) o gg)
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que nous réutiliserons dans la suite de notre étude et que nous allons maintenant établir. J est un
champ spatio-temporel classique quelconque (que I'on particularisera par la suite).

La preuve de (38) repose la généralisation suivante du théoréme de Wick qui fournit 1’expression
d’un produit d’opérateurs de champ (libre) en fonction de produits en ordre normal. Les coefficients
du membre de droite sont des espérances sur le vide, appelées contractions, de produits deux-a-deux
des mémes opérateurs, et la somme ne porte bien str que sur les entiers k£ pairs :

u(w1) - dilen) =Y D (0, ul dul1)du(wa) [0, 1) -

k=2 perm

< {0, pl dr(wp—1)B1(wk) [0, ) Np(dr(zh41) -~ du(an)).  (39)

Par somme sur les permutations on entend somme sur les choix possibles pour les n — k derniers
x; (intervenant dans le produit ordonné) et sur les couples possibles parmi les z; restants pour les
contractions. Ceci fait

N = Crtaict i = (3) (10)

termes (pour k fixé). En calculant Iespérance sur |0, u) de (39), les termes du membre de droite
pour lesquels lopérateur ordonné est non trivial (k < n) s’annulent comme on I’a remarqué plus
haut, et il reste ’énoncé classique du théoréme de Wick :

(0, pl Gu(@1) -+~ du(@n) [0, ) = D (0, pul du(1)du(w2) [0, 1) - -

perm

(0, 1l fu(n—1) (k) [0, 1) - (41)

Le terme «de degré n» dans le membre de gauche de (38),

By = [ Janéle) - Il P - d,

s’exprime alors comme somme de termes avec des produits ordonnés de n—k opérateurs (1 < k < n,
k pair) grace au théoréme de Wick (39), les termes permutés étant tous les mémes du fait de
Iintégration sur les n variables :

En = ZNJf/J(CEkH) o J(@n) Nu(dr(@rgn) -+ du(wn)) dapgr - P
k=2

k
o I [ 0.l e antais) 0.0) oz, (42
=1

4 impair

On regroupe alors dans > E, les termes ayant des produits ordonnés «de degré N», ils proviennent
des termes de (42) pour lesquels n—N = k. Grace a l'expression (0, u| ¢i(x1)pi(x2) |0, ) = Ay (21—
T2, 1) des contractions (cf. 1)), on obtient en facteur de [ J(z1)---J(zn) Nyu(¢r(z1) - du(xn))
d%z; - - - d?zn Dexpression suivante :

—+00 n n—N
1
E;V = E N:LL_N E /J(l‘l)J(l‘l+1)A+($l — xi+1,u)d2xid2xi+1
n=N Toi=1
n—N pair 4 impair
n—N N—n
iN ™= 1 2 N—n 2 2 2
=N > 3 i J(@)Ay(z —y,p)J (y)d"zd7y
n=N
n—N pair

iN

=5 o (5 I - vty
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(en effet on multiplie dans la premiére ligne "_2N intégrales toutes égales). En sommant sur N on

obtient bien ’expression annoncée :

+oo
P @b zpa }:E&/J@ﬂmJ@mAM@@Q~¢MWN¥Nx
N=0

1 r 2

[\

6) Bosonisation

On obtient la formule donnant le changement d’ordre normal en appliquant deux fois (38) avec
les deux masses m et M; :

‘R 2
Nm (el J(x)p(x)d r) —

exp <; / J(@) (Ay(z —y, My) — Ay (z — y,m)) J(y)dzdey) X
x Nag, (eiR J(w)¢l(w)d2x) (43)

(en fait (38) n’est pas définie du fait de la divergence du propagateur en 0, par contre (43) 'est).
L’expression du propagateur (au premier ordre en p|x|) s’obtient grace a 'expression (27) dans

I’espace de Fourier :
e—ipuz! d2p
A =/ ———
+(£L’,[L) / pg — (27’[’)2
1
=~ In(e?la?]) + O, (44)

elle fournit en particulier I'identité A, (0, M;) — A4 (0,m) = 2= In (m?/M?). L’application de (43)
avec J(x) = £06(x —y) fournit alors le résultat du changement d’ordre normal pour les opérateurs
Ai :

2

B%
N (eiiﬁ@(y)) = (M1> " Ny (eiiﬁmy)) ,  dou:
m
P

1 52
(0, M| | |Nmelﬁl¢’( D0, M) = (m1> (0, M| | |NM elfidr(ei ) (45)

(on trouvera des résultats plus complets de changement d’ordre normal dans [12]). Le membre
de droite, comme le membre de gauche, peuvent se calculer par le théoréme de Wick (41), en
développant puis factorisant des exponentielles comme au paragraphe précédent :

<0,M1|HNm€iﬁi¢’(xi ) = Z 0M1|H lﬂl N (i)™

07M1>

:.{IZHOM,@MMMMMMMW

i>7

XIIES%«xMﬂ—ﬁNﬁwmﬁﬂ&Mﬂ“ (46)
i k

Le dernier facteur de (46) n’est pas calculable simplement, sauf si 'on a pris le soin de remplacer
N,, par Nys, comme on 'a fait en (45). Dans ce dernier cas, I'espérance sur |0, M7) d’un produit
non trivial ordonné par Ny, est nulle, donc le deuxiéme facteur de (46) vaut 1. Finalement (45)
et (46) donnent ’expression recherchée :

2 ™
(0, M T N 0, My) = (Mé> ’ [ e #ees0Mnlonteantenion)
m >3]
M2 8 511‘7]'
= (35) 7 TMientites -, (an)
i>]
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d’aprés l'expression (44) du propagateur et pour des intervalles de genre espace entre les z;;.

La puissance de M; dans (47) est en particulier 7~ (32 )%, lorsqu’on passe a la limite M; = 0
Pexpression obtenue s’annule donc, sauf si Y 3; = 0. Dans ce cas 'espérance sur le vide recherchée

vaut :
[Tlem?(@; — ;)25 (48)

1>

Ces produits scalaires sont égaux a ceux de la théorie de Thirring (comparer (35) et (48)), si on
fait se correspondre les o4, (21) - 05, (zn) |0) et Ag, (z1) -+ As, (x,)]0), et & condition d’avoir la
relation entre les paramétres des deux théories :

2

% N 1Ji g )
i

(les constantes multiplicatives A et m sont introduites par les choix de renormalisation et peuvent

donc étre choisies arbitrairement). En particulier lorsque 3% = 47 on fait se correspondre la théorie

de Sine-Gordon (perturbée) et celle de Dirac (libre). Ce résultat fut établi pour la premiére fois

par Sidney Coleman dans [11].

Comment interpréter cette égalité entre fonctions de Green (a n points) ? Elle montre en fait
que les sous-espaces engendrés par l'action des Ay (z) et o4 () sur |0) sont identifiables (y compris
leurs structures préhilbertiennes), ainsi que les champs d’opérateurs de création/destruction sur
ces sous-espaces, A4 et o4. Autrement dit, les systémes des théories de Sine-Gordon et Thirring
dont les vecteurs d’état sont dans ces sous-espaces sont décrits par le méme objet mathématique :
on a donc une équivalence partielle entre systémes bosoniques et fermioniques.

La question qui se pose alors est de savoir quels sont les systémes physiques que I’on met ainsi
en correspondance. Les systémes bosoniques en cause sont complexes (exponentielle, prescription
d’ordre non naturelle), mais ils s’identifient & des systémes fermioniques simples : les états créés
par les o+ = (1 & 75)¢; sont assez facilement identifiables puisque v et 1; sont les opérateurs
libres de création/annihilation introduits précisément dans la théorie avec interaction pour une
interprétation particulaire : il s’agit essentiellement de systémes contenant un nombre pair de fer-
mions (couples particule/antiparticule). En particulier Ay (x)|0) (état bosonique complexe) est un
systéme fermionique simple, créé par ;(1 £ 51y, vérifiant Ny = N_. On peut alors légitimement
espérer étendre l'identification & des systémes «deux fois plus petits» ie mettre en évidence dans
la théorie bosonique des états interprétables comme particules fermioniques élémentaires (la dé-
marche inverse est triviale : on sait bien en mécanique quantique classique qu’on obtient un boson
a partir d’un systéme fermionique en formant un état lié de deux fermions). Pour cela on utilise
une autre tactique menant au méme résultat d’équivalence, centrée sur les opérateurs, plutét que
sur les états, de chaque théorie (comme on I’a fait pour obtenir les dualités onde-corpuscule).

7) Opérateurs fermioniques

Nous nous plagons toujours dans la théorie bosonique de Sine-Gordon munie d’un champ d’opé-
rateurs libres ¢; et nous souhaitons définir un champ 1 d’opérateurs fermioniques analogues a ceux
de la théorie de Thirring, c’est-a-dire en particulier avec des relations d’anticommutation analogues
a (10). On n’utilise que 'ordre normal N,,, noté : : dans la suite. L’idée pour obtenir deux opé-
rateurs anticommutant & partir d’opérateurs vérifiant des relations de commutation est d’utiliser
la formule

et ieB = lABl B A, (si [A,[A,B]]=[B,[A,B]]=0).

Remarquons au passage qu’une formule du méme genre, ede? = el4Bl/2¢A+B  permet d’établir

(38). On utilisera aussi dans la suite 1’égalité [A, eZ] = [A, B]e®, et on retrouvera ces identités dans
la partie mathématique. Les démonstrations de ces formules sont tout a fait élémentaires (pour
le passage aux opérateurs ordonnés on peut remarquer d’aprés (38) que 'ordre normal ne modifie
une exponentielle que d’une constante multiplicative).

On pense alors a utiliser cette formule avec deux opérateurs A et B vérifiant [A, B] = im, car
alors :e? et ;e : anticommutent, et pour cela, & exploiter la relation [¢;(x,t), ¢ (y,t)] = i6(z —y),
intégrée par rapport a y, pour obtenir un commutateur constant non nul entre des opérateurs de
champ. L’expression obtenue apparait dans le commutateur [A(z,t), A(y,t)] si on pose A(z,t) =
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iz, t)+ [ qzlﬁl(f, t)d€, mais également son opposée. Pour briser cette symétrie on intégre jusqu’a z
seulement :

A(.t) = Con(a.1) + D / " e nac.

Alors la relation de commutation est satisfaisante :

[A(z,1), A(y,t)] = CD /_ ' [fu(, 1), u(€,1)]dE + CD /_ ’ [B1(&,), du(y)]dg
=iCD(y—x)—0(x —y)) ==+1iCD.

Le commutateur n’est pas tout a fait constant mais cela suffit, si CD = +x alors : eA®1) : et
AWt ; anticommutent pour tous x et y. On définit finalement le champ v par :

. — Rz i .
(50)

R, |
. jem _oig-1te 1
wz(l',t) =i e 2im 3 2o oi(&)dE+5iB¢i(x,t) :,
27
qui anticommutent avec eux-mémes et entre eux (ces expressions posent des problémes de conver-

gence qu’on ne cherche pas a traiter ici). Ces champs ont étés introduits par S. Mandelstam dans
[28].

Il reste a vérifier la relation d’anticommutation {t;(z), %T- (y)} = 0(z — y)di; (cf. (31) avec une
dimension spatiale et sans noter la dimension temporelle). Mais on se trouve a ce stade confronté
aux problémes de divergence de la théorie (les mémes que pour la théorie de Thirring sans masse).
Par exemple, le produit 1 (z, )1 (y, t) devient singulier lorsque y tend vers x. Dans la théorie scalaire
(de Klein-Gordon), c’est pour résoudre ce genre de problémes qu’on introduit des prescriptions
d’ordre non naturelles. Nous allons donner ici un apergu des méthodes utilisées dans la théorie
de Thirring, sans détailler les calculs (anticommutateurs, produits d’exponentielles ordonnées) qui
sont analogues & ceux déja effectués. L’idée est de redéfinir les opérateurs ot des produits ¢ (x)(x)
apparaissent en remplagant ces derniers par des expressions du type lim, .|y — z|%(z)1(y). On
obtient une valeur finie et non nulle pour la valeur suivante de la constante o :

U_i27r—|—g
2r m+g

(51)

Cela s’applique au probléme qui nous concerne puisque les relations d’anticommutation font
apparaitre de tels produits d’opérateurs susceptibles de diverger. Considérons plutot les relations
de commutation avec le courant :

[ (2, 1), ¥(y, )] = = (" + 9" )i(@,t)d(z —y) on j'(z,t) = d(w,t)y"P(x,1) (52)

(deux relations d’anticommutation donnent effectivement une relation de commutation). Alors les
problémes de divergence sont cantonnés & la définition de j*, que l'on redéfinit en suivant les
prescriptions énoncées plus haut :

3(at) = limfem(@ = )79, 0700,

1 —12 7 1 (53)

et j (z,t) = (dm)= f"lim Jem(z — y)|" (2, )y ¢ (y, ).

Il s’agit maintenant d’expliciter ces opérateurs a ’aide de la définition (50). On «factorise»

d’abord les ordres normaux par (38) avec J,(£) = —3i86(& — x) — 2inB~ [T 0o6(¢ — ¢)d( (on

¢ = 20). Aprés utilisation de I'expression (44) du propagateur A, et de la formule edef =
e2lABleA+B ] vient :

: —p%/8n—2np 72
Gl @)ily) = Fi2n(z — y)lem(z — y)|77 /520

R .
% :e—zwiﬁ—l L H(E)AE F 3iB(di(y)—di(2)) . (54)

On lit sur (54) la valeur de o qui va faire converger les redéfinitions (53) lorsque y tend vers x. Il
faut imposer la relation :

o= 242782 = (1—-4x87%)°.

2 ﬂQ
8w 87
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En comparant avec (51), on voit que cela revient a lier 8 & g par la formule :

g1
yri (55)
™

On développe ensuite I'exponentielle de (54), dont 'argument vaut au premier ordre en (z — y) :
=27~z —y)doti(z) F 1iB(x —y)0i1¢u(z) + O((z — y)?) (Pordre normal devient alors inutile).

On obtient les expressions de ¥ (2)1o(x) et ¥l (x)y (2), puis, en insérant dans (53) les valeurs (6)
des matrices y* :

7z, t) = (2m) "' BOL i, t)
et jl(x,t) = _(27T)_1ﬁ60¢l($7t)'

Avec ces résultats, la vérification des relations de commutations (52) découle immédiatement de
lidentité [A, eP] = [A, B]e® et des relations de commutations de ¢; et ¢.

(56)

8) Solitons

On a construit en 7) des opérateurs de champ vérifiant a lintérieur de la théorie de Sine-
Gordon les relations d’anticommutation de la théorie de Thirring, a condition que les paramétres
B et g de ces théories soient reliées par la formule (55), qui est la méme que celle, (49), qu’on
avait obtenue par la méthode de Coleman. En fait 'identification va plus loin : on peut montrer,
par des calculs analogues bien que plus techniques, que le champ v construit ci-dessus vérifie
I’équation de champ de la théorie de Thirring avec My = mn/c3? et m? = ag — modifiée, comme
les relations d’anticommutation, pour traiter les problémes de divergence : cf. [28]. Ceci assure que
I’on peut identifier a tout temps le sous-espace de la théorie de Sine-Gordon engendré par action de
¥ sur un vecteur |0) arbitraire avec le méme sous-espace de la théorie de Thirring, leurs structures
préhilbertiennes, et les opérateurs fermioniques de champ sur ces sous-espaces. On retrouve ainsi
le résultat de 6), a ceci prés que l'identification porte ici sur tout le secteur particulaire de la
théorie fermionique. En particulier on dispose cette fois d’états bosoniques, 1;(x) |6), qui peuvent
s'interpréter comme fermions élémentaires. Nous étudions maintenant ces états.

En théorie classique des champs, ’évolution est souvent dissipative : toute condition initiale
d’énergie finie conduit & ¢ = 400 & un champ nul (phénoméne d’«étalementy). Cependant dans
certaines théories il existe des solutions d’énergie finie qui ne se dissipent pas, c’est-a-dire pour
lesquelles le maximum spatial du champ est minoré par une valeur strictement positive, pour tout
t. Ces solutions sont appelées solitons classiques (on pourra se référer, pour une étude plus appro-
fondie, a [12]). 1l existe en particulier de telles solutions, se propageant de plus sans déformation
et & vitesse constante, dans des théorie de type Sine-Gordon a une dimension d’espace, avec une
densité lagrangienne L4 = %aﬂqsaw —U(¢) ou U atteint son minimum (nul) en plusieurs points.
Ces solutions sont caractérisées par le fait qu’elles ont des valeurs limites différentes en +oo et
—00, réalisant le minimum de U (c’est nécessaire si on veut une énergie finie pour le champ) : la
continuité de I’évolution du champ assure en effet que ces valeurs limites ne peuvent sauter d’un
minimum de U & un autre, car il faudrait pour cela passer par des champs d’énergie infinie (la
conservation de ces valeurs limites, qui ne découle pas de I’étude de I’équation de champ mais des
propriétés de connexité de ’espace des configurations, est dite topologique).

Lorsqu’on effectue le passage aux théories quantiques, ces objets classiques ont des analogues
parmi les états stationnaires, tout comme 1’état classique «particule localisée dans un puits de
potentiel» se transpose quantiquement en un état propre du Hamiltonien de fonction d’onde
localisée autour de la position classique. On pense alors & caractériser les solitons quantiques par le
fait que les valeurs moyennes du champ sont différentes en —oco et +00. Or on peut vérifier pour les
opérateurs construits en 7) que la valeur moyenne du champ sur I'état 1(z) |0) effectue précisément
un saut de 273! entre —oo et +00 : ceci incite & I'interpréter comme état solitonique du champ
quantique.

Plus généralement, nous allons construire un opérateur ¥g(x) ajoutant un champ fixé f, au
champ moyen de tous les états, et méme, envoyant les shaped states |®;) sur les shaped states

|®; + f.). Cela s’écrit encore Y,y ¢;(y)tbo(z) |Pr) = (Py(y)+f2(y))o(x) | D) = ho(x)di(y) |Pr)+
fo(¥)o(z) | @), c’est-a-dire :

Va,y (oY), Yo(@)] = fa(y)do(z). (57)
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Pour obtenir une telle relation de commutation on pense une fois de plus & utiliser la formule
[A,eP] = [A, B]e? (si [A, B] commute avec A et B), et on définit

Wolz) = 628 R e ©di(©)detCon <w>, (58)

qui convient (en effet, [¢1(y), Cou(x)] = 0 et [¢i(y), [ fz(§) = [ £(lai(y), di(£))dg =
ifz(y)). Pour résoudre les problémes de convergence il faut passer a loperateur ordonne, ce qui
ne modiﬁe pas la relation de commutation (57) : en effet, application de (38) avec J,(§) =
=213t x [ fo(y)000(€ — y)d?y — iCo(x — &) (on y° = 2°) donne

1 R 2 2
7/10 :;1}[)0; e 2 J(@) Ay (z—y,m)J(y)d zd y’

qui montre que ¥y n’est modifié que d’une constante multiplicative (infinie, sauf si on régularise le
propagateur).

Prenons maintenant f,(y) = dy<, et C = :I:%iﬂ dans (58) : on obtient exactement les opérateurs
de Mandelstam (50). Ceux-ci apparaissent donc comme des cas particuliers d’opérateurs de création
de soliton (mais ce sont les seuls a vérifier des relations d’anticommutation fermioniques) : ¥;(z) |0)
est un état propre du champ pour un échelon de Heaviside en x. L’état bosonique que nous avons
précédemment interprété comme fermion élémentaire est donc, d’une certaine maniére, un soliton,
c’est-a-dire un état non particulaire (ou encore, mettant en jeu une infinité de bosons), plus proche
d’un champ classique.

Une question reste ouverte : a-t-on aussi des équivalences entre fermions et bosons en dimension
d’espace supérieure a 17 Les analyses menées dans ce paragraphe nous semblent pencher dans le
sens d’une réponse négative, ou du moins, indiquer que d’éventuels états fermioniques dans une
théorie bosonique en dimension strictement supérieure a 1 seraient d’une nature tout autre que
celle des états que nous avons mis en évidence en dimension 1. En effet, la présentation des soli-
tons que nous venons de donner repose entiérement sur l’existence de «deux infinisy distincts dans
lespace ambiant (ou plus précisément, sur la non-connexité du cone ouvert des points situés a
un intervalle de genre espace de l'origine) : en dimension supérieure, un champ dans un potentiel
régulier quelconque a une valeur limite unique a infini (& ¢ = 0). D’autre part, ’absence de spin
en dimension 1 est une autre indication en faveur d’une réponse négative : l'existence de repré-
sentations du groupe de spin dans les théories bosoniques et fermioniques en dimension supérieure
pourrait constituer une obstruction & d’éventuelles équivalences entre fermions et bosons.
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C) Equivalences entre Fermions et Bosons
en Mathématiques

Nous présentons tout d’abord une construction d’opérateurs de vertex sur un espace de Fock,
qui permettent d’obtenir des opérateurs de création analogues a ceux de Mandelstam. Puis nous
montrons, dans le cas relativement élémentaire d’un groupe de boucle, comment 1’équivalence de
deux représentations d’une méme structure algébrique peut conduire & un isomorphisme explicite
entre un espace d’états fermionique et un espace d’états bosonique. Ce sont ces deux idées qui
guident les résultats de la théorie de la représentation des algébres de Lie affines que nous énonce-
rons (sans démonstrations) pour finir, et qui présentent l’avantage de se transposer rigoureusement
au langage de la théorie des champs. On pourra sauter en premiére lecture les paragraphes en
italiques.

1) Opérateurs de vertex

Des mathématiciens (voir en particulier [22]) ont décrit une construction associant & certains
réseaux entiers [P une algébre de Lie ap dont le rang et les racines sont reliés de maniére trés simple a
P. C’est la définition de ces algébres de Lie qui est particuliérement intéressante pour notre étude :
elle fait intervenir des opérateurs, sur un espace de Fock, analogues des opérateurs de Mandelstam
étudiés en théorie des champs, et utilise une prescription d’ordre issue de la physique. En outre la
construction repose sur des opérateurs, dits de vertex, qui jouent un role central dans les théories
des représentations que nous présenterons dans les sections suivantes.

a) Réseaux et espaces de Fock associés

Soit V' un espace vectoriel de dimension N muni d’une forme bilinéaire non dégénérée (en
pratique, un espace euclidien ou de Minkowski), et P un réseau dans V, c’est-a-dire un ensemble

de points de la forme :
N
P= {Znivi / n; € Z},
i=1

ou (v;) est une base de V. On suppose de plus que P est entier, ie Vr,s € P r.-s € Z. En
particulier, les carrés des normes des éléments de P sont entiers; soit Py = {reP / 72 = 1} et
Py = {TG]P) / r? = 2}

Nous allons construire une algébre d’opérateurs associée & P. L’espace sur lequel ils opérent
sera un espace de Fock A engendré par des opérateurs de création

{a", |/ neN*"et pe[l,N]}

agissant sur des états «vides» orthogonaux (v,) indicés par les p € IP (appelés moments). On définit
de plus les opérateurs de destruction (et la structure hilbertienne) par

ak = at (neN"), alp,=0 et [al, a’’] = mg" .

-—n

On se donne enfin un opérateur «observable de moment» afy = P*, commutant avec les opérateurs
de création et vérifiant

o)y — pht
P, = p"yy,

(le sous-espace propre associé & p est donc celui engendré par l'action des opérateurs de création

sur ¢p), et un opérateur de création de moment qui est unitaire et peut se mettre sous la forme :

eiT'Qwr’ = 'l/]r’+r .

L’opérateur ) vérifie les relations de commutation [Q*, P,] = id¥.

b) Algébre associée a un réseau entier

L’objet central pour la définition des nouveaux opérateurs de création et de l'algébre ap est
lopérateur de vertex (r € Py, 2 € C)
- - . . 1 _
X(r,z) = 2377 1 @TEG) ou EHf(z)=Q" —ilog(z)P* +1i Z —z" "ak.
neL*
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Cette définition pose deux problémes : choix de Pordre et détermination du logarithme (par contre
la convergence est assurée pour z convenable). On pose en fait :

1.2 .= ir. . ir= N
X(’I“, Z) — 37 el _<(z)617“ er PelT 25 (2) oil

. 1 _ . 1 _ (59)
E(2) =iy —z al et Eh(z) =i~z "al
£(z) =1 S e L(z) =1 ~z "y

(Pordre consiste donc a placer, de gauche a droite, les opérateurs de création, les opérateurs @
et P, puis les opérateurs d’annihilation). Les puissances de z sont bien définies car r? = 2 pour
r € Py et r-p € Z pour p valeur propre de P. On définit alors les opérateurs de création annoncés
par intégration de 'opérateur de vertex sur un contour entourant une fois l'origine (dans le sens
direct) dans le plan complexe :

X(r) 17§X(r,z)%. (60)

T 2mi

Quelles relations de commutation ces opérateurs vérifient-ils 7 Le produit de deux exponentielles
ordonnées se factorise par la formule (pour |¢| < |z]) :

e E(R) 1B = I E(R) S E) (z— C)(T‘s)a (61)

qui découle des calculs classiques de commutateurs déja effectués en théorie des champs (basés sur
Videntité eeB = e2l4:BleA+B pour [A, B] commutant avec A et B) :

e8> (2)gls E<(Q) — (1 — C) | 5 E<(Qeir=>(2) pour IC] < |2,
z

Zr‘Pels‘Q _ Zr~sels~Qz'r'~P.

La factorisation (61) donne par double intégration une expression de X (r)X (s), en échangeant r et
s et z et  on obtient la méme expression pour X (s)X (r) au signe (—1)"® prés, et avec la condition
I¢| > |z| pour I'intégration. D’out 'expression pour X (r)X (s) — (—=1)" X (s) X (r) :

1 d dz dz'\ 1,21, res . irE(z)+is-E
2-2j§<<% 7_7{ >Z2 (2% (2 — Q)7 1 @M EEHEQ) (62)
(27i) C \Jiz>1ecr 2 Jzi<iel #

a laquelle s’applique le théoréeme de Cauchy : la deuxiéme intégration se fait sur le bord d’une
couronne centrée & ’origine et contenant ¢. Lorsque r-s > 0 il n’y a pas de pole dans la couronne,
lorsque r-s = —lilyenaunen z = ¢ (de plus r+s € Py et on obtient 'expression (60) de X (r+s)),
et lorsque r - s = —2 (ie 7 = —s) il est double (on utilise alors 'identité iz% = > aklz""). D’ou
le résultat :

0 sir-s>=0
X(MX(s)—(-1)"*X(s)X(r) =< X(r+s) sir-s=-1 (63)
r-P sir-s=—2.

Ce sont presque des relations de commutation, on a besoin pour conclure d’une famille d’opérateurs
auto-adjoints (d,) (u € P) vérifiant

5u5v = (71)11-115”5“’

et commutant avec les X (r). On suppose ici que le réseau est tel qu’une telle famille existe (c’est par
exemple le cas pour un réseau pair, on peut trouver des méthodes pour construire de tels cocyles
dans [25]). Alors la famille d’opérateurs X°(r) = X (r)d, vérifie les relations de commutation

0 sir-s>0
[(XO(r), X°(s)] =< +X%(r+s) sir-s=-1 (64)
r-P sir-s=-—2.

On vérifie de plus aisément, sur X (r, z), X (r) puis X°(r) les relations supplémentaires :
[P Xo(r)] = X0(r), X°(r)T = X°(—r) et PHM = PH (65)

L’algébre ap annoncée plus haut est alors définie comme l'algébre de Lie engendrée par les
opérateurs X%(r) et P*. On montre, du moins dans le cas euclidien, qu’elle est de rang N et de
racines les points de Ps : on obtient ainsi facilement des algébres de rang et racines spécifiées.

42



¢) Opérateurs fermioniques

Dans le cadre de I’équivalence entre fermions et bosons on est d’autre part conduit & se demander
si la construction de b) peut s’adapter pour donner des opérateurs fermioniques, malgré le cadre
bosonique qu’est l’espace A construit en a). Une idée pour ce faire est de s’intéresser non plus
a Py mais & P;. Imaginons pour linstant [cf. ci-dessous| que la construction des X (r) reste valide
pour 7 € P; et examinons ce que deviennent les pseudo-relations de commutation (63) (les seules
possibilités pour e, f € P; étant e = f,e- f=0et e=—f) :

La premiére est typiquement fermionique, et en supposant a nouveau ’existence d’opérateurs de
cocyle €,

X:(e)=e.X(e), avec eu&,= (—1)(“'”)2’“2”261,5“, [eu, Ac] =0 et el =¢,,

on obtient des opérateurs de création et annihilation :
(X*(e), X5(f)} =0 saufsi e=—f, X(e)f = X*(~e),

qui engendrent une algébre de Lie bp fermionique (en dimension 1, on obtient ces résultats sans
avoir besoin de cocycle).

[Examinons rapidement la définition de X (r) quand r € Py : 'exposant de z dans (59), ie %T2 + r-p pour p
valeur propre de P, doit étre entier, il faut donc quer -p € Z + % ce qui s’obtient en prenant, dans la définition de
A, p € vo 4+ P plutét que p € P, avec vy un vecteur bien choisi de V' (ce faisant on ne modifie en fait que les valeurs
propres de P ; X(r, z) étant toujours défini pour r € Py C P).|

On peut interpréter espace vectoriel V comme I’espace ambiant (de Minkowski et de dimension
2 ou 4 dans la partie B)). La construction de I’espace de Fock A effectuée en a) est quasiment la
méme que celle de la seconde quantification rappelée en A)3), dans cette optique les aj; (pour
n < 0) sont des opérateurs bosoniques de création de particule dans des états indicés par n et u
(particule libre en translation avec une impulsion discréte, typiquement). On dispose de plus de la
variable d’état discréte P du systéme, qui prend ses valeurs dans P, et en change sous ’action des
opérateurs e’ @,

Les opérateurs X¢(r) s’interprétent bien, dans ce cadre, comme opérateurs, fermioniques, de
création et annihilation pour des états particuliers du systéme : si on fixe une moitié de P; pour
choisir les opérateurs de création, ceux-ci anticommutent entre eux, mais pas avec les opérateurs
restant (d’annihilation), qui sont en outre leurs adjoints. On crée ainsi de nouveaux états parti-
culaires fermioniques dans un nombre restreint d’états (indicés par P1), qu'on peut rapprocher
des solitons de la partie B) (en dimension 1 d’espace la construction ne donne qu’un opérateur
de création — mais l'espace ambiant n’est pas invariant par translation). La tactique suivie ici
pour construire ces nouveaux opérateurs est cependant différente de celle qui a mené aux opéra-
teurs (50) : on passe par un opérateur de vertex dont les commutateurs ou anticommutateurs sont
suffisamment réguliers (mais non constants) pour s’annuler lors de l'intégration sur un contour
bien choisi du plan complexe. La méthode peut sembler plus générale, mais on n’obtient pas les
propriétés plus fortes des opérateurs (50) : équations de champ ... On retrouvera de tels opérateurs
de vertex en 3).

2) Représentations linéaires et espaces de configuration

Abandonnant (provisoirement) les opérateurs de création, nous nous proposons maintenant de
présenter la construction d’un isomorphisme entre une algébre symétrique et une algébre exté-
rieure illustrant les structures plus profondes qui sous-tendent les équivalences entre fermions et
bosons : on utilise notamment deux représentations du groupe de boucle I' = C*°(S*, SO(2)) dans
ces algebres, construites de maniére élémentaire par Graeme Segal dans [36], et dont on montre
I’équivalence.
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a) Actions de T’

Soit F lespace des fonctions de S! dans R réguliéres sauf en 0, telles que f(07) = f(0") [27].
Soit Fyy 'espace des fonctions réguliéres de S' dans R, et soit Fyy son sous-espace des fonctions
d’intégrale nulle. Soit I" le groupe (pour la multiplication point par point) des fonctions réguliéres
de S dans SO5(R) ~ S' (canoniquement). Il s’identifie canoniquement & F' par f — e'f € I, soit
Iy et I'gg les sous-groupes de I' associés & Fy et Fyg dans cette identification. On note ny le nombre
d’enroulements autour de l'origine de ¢ = €'/, T'y est aussi le sous-groupe de I' des fonctions de
nombre d’enroulements nul.

Soit Bg l'espace des fonctions réguliéres de S' dans R? (fonctions d’onde, dans R?, des parti-
cules fermioniques), Bc son complexifié (fonctions & valeurs dans C?), et B un sous-espace de B¢
identifiable & Bg [cf. ci-dessous], munis du produit scalaire L2. La premiére algébre considérée sera
la complétion en un espace de Hilbert de I'algébre extérieure totale associée & B (ou Bg) :

B =@ Nk B.

Soit Ac le complexifié de Agr = Fpo déja introduit (fonctions d’onde, dans R, des particules boso-
niques), et A un sous-espace de Ac identifiable & Ag [cf. ci-dessous]. Soit la forme bilinéaire :

1

(.0 = 3 [ 70008+ Gnr900), (66)

on définit un produit scalaire sur A par (fi|f2) = 2is(f1, f2). La seconde algébre est la complétion
(au sens de Hilbert) de ’algébre symétrique totale associée & A (ou Ag) :

A= @Sk(A).

On va maintenant donner deux représentations linéaires de I", sur A et B.

[On définit sur Br une structure complexe de la maniére suivante. Soit la base de C2 : e = (1, —i) et & = (1,1),
et celle (hilbertienne) de Bc : (en : 0 — €ei™?) et (&, : 0 — ge~"?). Soit B = Vect{e, / n>0}U{é, / n <0}
et B = Vect{en / n<O0}uU{en / n >0}, et J lopérateur défini par Jjp = i, Jig = —i. On vérifie que Br
est stable par J, qui définit la structure complexe voulue (J2 = —1, if = J(f)), et pour laquelle Br est isomorphe
a B C Bc. On définit une structure complexe sur Ar de la méme maniére, a ’aide des sous-espaces de Ac :
A=Vect{6 — ™ / n>0} et A= Vect {0 — ™ / n <0}, on a alors A ~ A.]

[T agit naturellement sur Br & travers son groupe orthogonal (I' C O(BRr) a isomorphisme prés) : V¢ €
T,Wf e Br,V0 €Sl (¢-f)(0) = ¢(0)f(0). En fait on a méme I' C O;(BRr), ot O;(BR) est le sous-groupe des
opérateurs orthogonaux O dont le commutateur avec J, [O, J], est de Hilbert-Schmidt (T est de Hilbert-Schmidt
si Tr (T*T) < 4o00). Autrement dit, les opérateurs de I' commutent «presque» avec J, donc sont «presque» Cj-
linéaires. On dispose d’une représentation linéaire classique, unitaire et projective, de O j(Br) sur B, dite spinorielle
et notée o, dont hérite I". Soit ¢ son cocycle. Nous utiliserons plus particuliérement la représentation projective
infinitésimale de I’algébre de Lie tangente a O j(Br) en Id, o5(BRr) (opérateurs symétriques bornés O tels que [O, J]
soit de Hilbert-Schmidt), S : O — S(O) € S(B), vérifiant [S(O), S(0O’)] = S([0,0']) + (0, 0’) ou ~ est le cocycle
qui provient de c.|

I' hérite d’une représentation classique, dite spinorielle, de O;(Bgr) sur B [cf. ci-dessus], elle est
unitaire et projective :

o:¢—o(¢p)eUB) verifie o(p1)o(d2) = c(P1,P2)o(d1d2), (67)
ot ¢: 2 — C est le cocycle qui s’exprime pour e'f,e'9 € T :
C(eif, el9) = e is(h9), (68)

s est la forme bilinéaire (66). La sous-algébre tangente au groupe I' est simplement constituée des
opérateurs sur R? ~ C de multiplication par les '/ avec f € Fy, et la relation de commutation
déduite de (67) pour la représentation infinitésimale S associée a o 8’y simplifie d’aprés (68) en :

[S(f),S(9)] = 2is(f, g)- (69)

Introduisons maintenant Paction de I'" sur A. On définit d’abord une action p, projective de
cocycle ¢, de T'gg ~ A sur A, en gros par exponentiation de la multiplication de I’algébre symétrique
totale [cf. plus bas]. Les éléments de I'g se déduisent de ceux de I'gy par multiplication par une
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constante de SO(2) ~ S que I'on peut faire agir trivialement (multiplication scalaire) sur A.
Mais pour faire agir I' en entier il nous faut en fait un espace plus grand que A : GrezAr ol
les Ay sont de simples copies de A (les «secteurs de charge»). Un élément générique de T’ s’écrit
#(0) = uel e avec u € SO(2), f € Fyo et n € Z, on le fait agir sur Ay, par p(elf), puis par
multiplication par u* et enfin par envoi dans A, . Cette représentation projective de I' a le méme
cocycle ¢ que celles précédemment définies, on montre en outre qu’elle est irréductible.

[p est plus précisément définie sur T'go comme suit : A agit trivialement sur ®S*(A) par la multiplication de
I’algébre symétrique totale, on note cette action, étendue a A, f — R(f). On pose alors pour f € A : R(f) = R(f)T,
ce qui définit R sur Ac entier, donc sur Fopo = Ar C Ac. On obtient Iaction de I'gg par exponentiation : si
g =e+ f € Fyo, on pose p(e'?) = etB(e)elR(F) J

b) Isomorphisme entre B et ®.A;

Nous allons maintenant établir le résultat d’isomorphisme annoncé, que nous interpréterons
dans la section suivante : les espaces de Hilbert B et @.4; sont isomorphes en tant que représenta-
tions de I'. On va en fait donner la construction explicite de deux plongements isométriques, 'un
de B dans @Ay, et autre de ®A;, dans B, compatibles avec les actions de I'.

Pour définir le morphisme voulu de @A dans B il suffit d’envoyer chaque sous-espace Ay dans
B de maniére analogue, au moyen d’un morphisme isométrique de A = A dans B, compatible avec
les actions de T'g. Il s’agit donc d’envoyer un élément fifo--- fr de S*(A) dans B, on remarque
pour cela que A est non seulement ’espace de base pour la construction de A, mais aussi, &
lisomorphisme A ~ Ag = Fjyp prés, un sous-espace de I’algébre tangente a I" évoquée en a). On
pose donc en utilisant la représentation infinitésimale de o (f; € Agr C Fp) :

fifa-o fo = S(f1)S(f2) - - S(fr)- 15,

ce qui est possible car les S(f), f € A, commutent entre eux d’aprés (69) (et par isotropie de A
pour son produit scalaire : les fonctions de Fyp sont d’intégrale nulle). Le morphisme ainsi défini de
Ag vers B est isométrique, et, par construction, compatible avec les actions de Igy (donc aussi de
I'y), comme on le voit en comparant les représentations infinitésimales : multiplication & gauche par
f et S(f) respectivement, pour f € AgN A (sous-espaces de Ac), opération adjointe des deux cotés
pour f € Ag N A. 11 se prolonge de maniére unique en un morphisme de @Ay, vers B compatible
avec I' en entier : en faisant agir ¢,, = (§ — ¢"?) dans I'espace de départ on passe d’un élément
de Ay & I’élément correspondant de A, le morphisme doit donc se prolonger & A, par simple
composition par o(¢y,).

On s’inspire de la premiére construction pour définir le second morphisme, de B vers ©A : on
cherche a associer a chaque vecteur f de Bg ~ B un opérateur T(f) sur @Ay pour définir ensuite
le morphisme par :

funfa NN fre = T(R)T(f2) -+ T(fr) - Lag- (70)

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une telle définition soit licite est I’anticommutation
des T'(f). On peut alors remarquer que si f et g sont deux éléments de F' a supports disjoints
tels que ny et n, soient impairs, alors les opérateurs p(e'f) et p(el9) sur @Ay anticommutent. Par
définition du cocycle on a en effet :

p(e)p(e9) = p(e!9)p(elf)e 107501, (71)

Mais si €'/ et €9 sont a supports disjoints, l'intégrale dans s(f,g) est nulle et il ne reste que le
terme 1/2n7g(0). Alors, si par exemple f(0) # 0, on a soit f(27) = 0, auquel cas f(0) = —27wny,
soit g(2m) =0, et alors ny = 0 (car g(0) = 0), et ainsi s(f, g) — s(g, f) = mngns. Dans tous les cas
on vérifie de la méme maniére :

p(el)p(e9) = p(e?)p(e )emmima,

En utilisant des éléments ¢, de I' qui font un tour de S* (de 1 & 1) lorsque leur variable décrit
un voisinage (mesuré par €) de a € S, et par un passage a la limite, on obtient ainsi une famille
d’opérateurs anticommutant (T)aest :

T, = lim p(¢ac)-
e—0

Les T, jouent le méme role que les opérateurs de vertex de la section précédente. On peut par
ailleurs remarquer que l'expression (66) de s, qui assure leur anticommutation, est du méme type
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que celle des opérateurs de Mandelstam (50) introduits en B)7). On obtient T'(f) pour f € B, avec
les relations d’anticommutation voulues, en intégrant cette famille contre (o — f(a) € R? ~ C),
et en faisant agir le résultat sur Ay o k est le nombre d’enroulements de f autour de l'origine.
Comme plus haut, I'utilisation de la représentation p de I' sur I'espace d’arrivée @Ay, et la forme
de la définition (70) assurent la compatibilité avec les actions de T

Les deux isométries (en particulier injectives) ainsi construites donnent par composition un
endomorphisme injectif de @A, compatible avec Paction p de I'. Mais cette représentation étant
irréductible, le lemme de Schur assure que l’endomorphisme en question est multiple de I'iden-
tité (voir par exemple [44] pour ce résultat de base). Les deux morphismes construits sont par
conséquent des isomorphismes.

c) Interprétation

On revient ici & un espace ambiant unidimensionnel et méme cyclique (le cercle S'). D’autre
part, les espaces étudiés ont été construits de maniére moins abstraite qu’en 1) et sont directement
interprétables comme espaces de fonctions d’onde (complétés). Ainsi B est un espace complété de
fonctions antisymétriques sur S* avec un nombre arbitraire de variables, a valeurs dans R? (le
champ de Dirac est & valeurs dans C?) : c’est un espace des états fermioniques. De méme A, espace
de fonctions d’ondes symétriques sur S! et & valeurs réelles (comme le champ de Klein-Gordon),
est un espace des états bosoniques.

Les résultats obtenus sont alors trés complets du point de vue de la bosonisation (hormis
les équations d’évolutions) : on retrouve un isomorphisme entre les espaces des états bosonique
et fermionique, analogue de celui établi en B)6) (mais entre des sous-espaces uniquement). On
peut de plus remarquer qu’il a fallu & cet effet agrandir I'espace bosonique en le recopiant, les
états de Aj peuvent s’interpréter comme des états liés classiques renfermant k& particules dans
un nouvel état particulaire, a rapprocher bien str des états solitoniques introduits en B)8) (on
n’obtient ici, comme dans la section précédente, qu’un état, pour une dimension d’espace). Enfin,
la construction effectuée a le mérite de faire apparaitre une structure, le groupe I" et ses actions,
derriére les opérateurs de création de chaque espace. Par exemple, I'action de f € A ~ Fjy sur un
état fifo--- fn & n particules de Ay ajoute une particule indépendante (de fonction d’onde f) au
systéme, tandis que 'action de (6 — ¢'??) sur le méme espace crée p solitons.

3) Représentation des algébres de Lie affines et bosonisation

La théorie de la représentation des algébres de Lie affines, dont une présentation compléte (cf.
notamment [25]) dépasse le cadre de cet exposé, permet en quelque sorte une synthése des idées
développées dans les deux sections précédentes : opérateurs de vertex et algébre associée a un
réseau, interprétation des algébres d’opérateurs fermionique et bosonique comme représentations
d’une méme structure. Nous présenterons les constructions et résultats obtenus sans entrer dans
les détails, leur intérét particulier étant la possibilité d’en déduire rigoureusement des résultats
analogues en théorie des champs.

a) Constructions et résultats

Soit g une algébre de Lie simple complexe munie d’une forme bilinéaire symétrique non-
dégénérée, h une sous-algébre de Cartan de g, L le systéme de racines de g relatif a h, L le
réseau associé et A un systéme de racines simples (cf. [37] pour I’étude des algébres de Lie simple
complexes). On se donne également un cocycle ¢ et une base de Chevalley {25, / « € L} avec les
relations de commutations (h € ) :

[h,wi] = (hla)v (72)
0 sia+3¢ LU0
[x5,25] = ela,B)ag, s sia+BEL (73)
-« sia+ 0 =0.

L’algébre de Lie affine & associée a g est définie comme espace vectoriel et muni d’un crochet de
Lie :
® = (C[t,t ®g) ® Cc
[z(n), y(m)] = [z,y](n +m) + ndn_m (z|y) c, (74)
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ou on note x(n) I'élément t"@x de & (z € g et n € Z). ¢ est 1'élément central de P'algébre affine.

On peut alors définir une action, dite de vertex, de & sur un espace vectoriel (espace des états)
A, qui correspond a l’espace de Fock de 1)a) [cf. ci-dessous]. A est muni d’opérateurs de création
indicés par les p(n) € H* et u € b* (et notés de la méme maniére), ce sont les analogues des a,, et
Q@ de 1)a). L’action de & sur A est définie grace & un opérateur de vertex (u € L, z € C) :

X (p, z) = exp (Z iznu(—n)> exp (In(z)p(0) + p) exp (— Z Tllz_",u(n)> . (75)

Comme dans la premiére section, on utilise cet opérateur par une intégration sur un contour
encerclant l'origine : on définit les opérateurs X, (1) (n € Z et p € L) par

Xn(p) -v:ljzeg (" 'X(p,2)-v)  (n€Z),

et on les modifie en X; (1) = X, (1), pour obtenir le bon cocycle. L’action projective des z5,(n) €
® (a € L) sur A est alors définie comme étant celle de X (a) (o € L), et celle de u(n) € H* ~ H
est déja construite (opérateurs de création sur A — on utilise I'identification entre $) et $* induite
par la forme bilinéaire invariante sur ). Si on part de g = 0(2l), on obtient en particulier une
représentation de O(21), dite de vertex : A est une base orthonormée de h* notée (h;), le cocycle
est défini par e(h;, hj) =1si ¢ < j, et par —1 sinon.

[A est plus précisément défini comme S(H™)®C[P] ou P est un réseau contenant L tel que (P|L) € %Z et
(PIP) € Z. p agit sur C[P] en tant qu’élément de P, et pu(n) agit sur S(H™) en tant qu’élément de H*. L’expression
(75) est bien définie sur les sous-espaces de A associés aux orbites Py, de L dans P qui vérifient (Px|L) C Z, pour les

autres ((Px|L) C Z+ %) on rajoute % a la puissance de z.|

Soit C(Z*) (Z = Z ouZ + 1) Talgébre de Clifford de dimension infinie engendrée par les
éléments e;(m) (i € [1,2l] et m € Z) avec les relations d’anticommutation :

{ei(k),ej(m)} = —28i50k,—m.

On réalise C(Z?') comme algébre d’opérateurs sur un nouvel espace des états B pour lequel les
¢éléments suivants deviennent opérateurs de création :

by(m) = 3 ej(m) +iegi(m)) et
1 (76)
b-(m) = 5(es(m) ~iessa(m)) (i € [L,1] et m € 2)

(il s’agit d'un simple changement de base dans C(Z?')). On vérifie qu’ils anticommutent, sauf les
couples bj(m) et b_;(—m), d’anticommutateur —1; B est donc un espace fermionique.
Soit € = {r(n) =>_ Ne;(n) / r=> Xe;(0)}. On définit un ordre normal sur & par

r(k)s(n) sin>k
ir(k)s(n) == ¢ 2(r(k)s(n) —s(n)r(k)) sin=k
—s(n)r(k) sin<k.

Lorsque 71,72 € Vect {e;(0)}, : m172 : décrit un sous-espace de & qui n’est autre que 0(2[), et on
construit donc dans C(Z?!) une algébre d’opérateurs isomorphe & I’algébre affine 9(21) en posant
pour m € Z :

irrg : (m) = Z cri(k)ra(m —k) .

kEZ
Cela définit une nouvelle représentation de D(21), sur B, dite spinorielle.
Comme en 2), on montre en étudiant leurs structures que les deux représentations de O(21)

ainsi construites, et les espaces de configurations correspondants, sont isomorphes. On a méme les
identifications entre opérateurs :
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On démontre également les correspondances suivantes :

> bai(k)bej(m — k) = X5, (£hi £ hy) (i < j)
keZ

> i bi(k)b_i(m — k) := hy(m)

kEZ

(tous ces résultats, ainsi que ceux de la section suivante, sont établis par Frenkel dans [21]).

b) Lien avec la théorie des champs

Nous revenons maintenant & ’étude d’un systéme bosonique décrit par des champs de Klein-
Gordon :

[¢j(u1)7 ¢k(u2)] = _%6ijign(u1 - u2)7 j7 ke [[17 l]]

(u1 et ug sont ici des coordonnées sur le cone de lumiére : uy = x — ¢ ou = + t). Les opérateurs
de courant (ji(u) = O¢i(u)/Ou) sur espace des états forment une algébre caractérisée par les
relations de commutation :

(1), o (2] = 2 G (2 — ). (78)

Nous allons relier cette algébre a la représentation de vertex de D(2) construite en a). En présence
de conditions aux limites périodiques (systéme confiné dans une boite de longueur L), on peut
développer j; :

i) = 7 S (e

neEZ
Les relations de commutation (78) en entrainent d’autres pour les opérateurs h;(n), qui se trouvent
étre celles, (74), de lalgebre de Lie affine O(2]) construite en a). C’est par U'intermédiaire de ces
opérateurs que nous pourrons donc utiliser les résultats de la section précédente.
En I'absence de conditions périodiques, d’autre part, on écrit :

. 1 oo —ipu

Jilu) = 27T/M hi(p)e~P*dp.
Ce sont ces opérateurs qui nous intéressent en théorie des champs, il se trouve qu’on peut les
relier aux précédents. Soit M une constante positive fixée, alors O(2[) (représentée par les opé-
rateurs h;(n)) est isomorphe & une sous-algébre de lalgébre des ﬁi(p), par les correspondances
(transformation de Laguerre) :

hadp) = 3 (=1)"eMP L M)y (4n)
n=0
(et + (1" h(0) = (<1721 [ Ru(eep)e P (2Mp)ap (79)
0
o= L[ el P
mO == [ i

ol les LY sont les polynémes de Laguerre. En fait ce sont ces égalités qui servent a construire
mathématiquement 1’algébre des opérateurs quantiques renormalisés (M est ainsi une constante de
renormalisation) et & définir une prescription d’ordre (notée Nj) pour les exponentielles d’opéra-
teurs.

Intéressons-nous maintenant & un systéme fermionique décrit par le champ de Dirac :

{1 (ur), oy (u2)} = Gjpb(ur —ug) et {ah;(ur), ¥ (uz)} = {] (wr), ¥ (ug)} =0 (80)

(ce ne sont plus ici les courants qui nous intéressent). Comme plus haut, en présence de conditions
aux limites périodiques on peut écrire :

L \
nEZ+§
1 —2mwin%
¥ () = —= bj(n)e ™" i
L \
n€Z+§



On obtient grace a (80) des relations de commutation pour les opérateurs b;(n), et il se trouve

que ceux sont les mémes que celles des opérateurs (76) définis dans la représentation spinorielle de

9(21). Comme précédemment, ces opérateurs vont nous permettre d’exploiter les résultats de a).
D’autre part, on écrit dans le cas général :

1 oo 4
Yj(u) = m/m b_j(p)e PV dp
1 oo ‘
P (u) = \/%/oo bj(p)e "V dp,

et comme plus haut on relie les opérateurs E(p) a la représentation spinorielle de D(2[) : celle-ci
est isomorphe & une sous-algébre de 1’algébre des b(p) avec en particulier les correspondances, qui
prennent & nouveau la forme de transformées de Laguerre :

b(4p) = V2M f: (=1)me MPLO (2Mp)b(£m + %)
m=0 (81)

b(+m + %) = (-1)"V2M /0 h b(p)e MPLO (2Mp)dp.

On montre alors que les deux isomorphismes ci-dessus, (79) et (81), associés a "isomorphisme
(77) entre les deux représentations de O(2!) présenté en a), donnent un isomorphisme entre les
algébres d’opérateurs b; (p) et Bz(p) et les espaces des états, qui se traduit au niveau des opérateurs
de champ par les correspondances :

+1
V2M

wji (u) = NM6i2iﬁ¢j(U)€j

1
T
1

L () = %NMeZiﬁ&@-(u)iqsk(u))Ejgk (j # k).

s (W) () == —=0u¢; (u)

Ces résultats sont trés semblables & ceux des physiciens, cf. en particulier (56). Ils illustrent en par-
ticulier comment les méthodes d’opérateurs de vertex rejoignent celles des exponentielles ordonnées
d’opérateurs exposée en B)6) et B)7).

Conclusion

Les opérateurs de création de Mandelstam, dont on a décrit les propriétés physiques étonnantes
(passage d’un comportement bosonique & un comportement fermionique, avec apparition d’inter-
actions dans le cas g = 0), ont des analogues mathématiques (les opérateurs de vertex, modulo
une intégration) qui jouent un role central dans I’étude des représentations des algebres de Lie
affines (ou plus généralement, des algébres de Kac-Moody). La théorie physique est, elle, encore
ouverte : a-t-on des équivalences entre fermions et bosons en dimension d’espace supérieure a 17
On peut espérer que des avancées dans I'une des théories permettra de mieux comprendre I’autre.
L’équivalence entre fermions et bosons est en effet loin de n’étre qu’un résultat anecdotique en
physique, mais peut déboucher sur la mise au point d’une théorie globale et économique en phy-
sique des particules : des tentatives d’unification entre fermions et bosons ont déja été menées avec
les théories dites de supersymétries (utilisant des superalgébres d’opérateurs, ie avec relations de
commutation et d’anticommutation), mais elles n’ont pour l'instant pas fourni de résultats phéno-
ménologiquement intéressants. Au contraire, les états solitoniques étudiés en B)8) ont déja été mis
en évidence dans les applications de la théorie des champs & la physique de la matiére condensée.
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Avertissement

La plus grande partie des résultats de ce mémoire provient des articles de Woronowicz [45,
47], cf. aussi [27], bien que la présentation s’en écarte parfois. Certaines démonstrations ont été
entiérement ou partiellement réécrites pour s’inscrire dans le plan adopté : lemme 1.1, corollaire
2.2, théoréme 3, propositions 14, 15 et 16, théoréme 5. D’autres sont nouvelles : corollaire 3.2,
proposition 9, corollaire 5.2. Enfin les résultats de ’appendice A sont, & ma connaissance, nouveaux.

Les REMARQUES qui suivent les énoncés indiquent parfois des réciproques, exemples et contre-
exemples, introduits plus loin ou ailleurs, mais replacent le plus souvent les résultats obtenus dans
le cadre plus large des groupes quantiques localement compacts (C*-algébres de Hopf, algébres de
Kac-von Neumann) : cf. définition 1, proposition 1, corollaire 2.1, corollaire 3.3 et proposition 11,
corollaire 5.1, corollaire 5.2 ou les liens avec la physique des particules sont présentés.

A) Groupes quantiques compacts matriciels

1) Motivations

Soit G un groupe fini. Si G est abélien, I'ensemble G’ des caractéres de G est muni d’une
structure naturelle de groupe fini abélien, et on a G’ = G (cf. par exemple [8, §1, th. 2|). Mais si
G n’est pas abélien, on n’a pas de groupe dual G’ naturel. On peut cependant étendre la dualité
des groupes abéliens finis a tous les groupes finis, en se plagant dans la catégorie plus grande des
algebres de Hopf (de dimension finie).

Soit H un espace vectoriel sur C de dimension finie muni d’une involution (¢ — a*), d’une
multiplication m € L(H®H,H) et d’une comultiplication A € L(H,H®H), d’une unité n €
L(C,H) ~ H et d’une counité ¢ € L(H,C), et d’'une antipode S € L(H). On dit que H est
une bialgebre involutive (de dimension finie) si (H,m,n) est une algébre involutive, (H, A, €), une
coalgebre involutive (structure naturelle, par transposition des opérations, du dual d’une algébre
— la coassociativité de A s’écrit ainsi (A®Id) o A = (Id®A) o A), et que les deux structures sont
compatibles : € et A sont des morphismes involutifs d’algébres uniféres (ce qui équivaut au fait
que m et 1 sont des morphismes involutifs de coalgébres couniféres). On dit que H est une algébre
de Hopf involutive (de dimension finie) si de plus S est un morphisme d’algebres et de coalgébres,
et vérifie les identités : m o (S®Id) o A = mo (Id®S)o A = noe et (S o*)? = Id. Pour plus de
précisions on pourra se référer a [39, chap. IV].

Pour G groupe fini d’unité e, on note K,(G) (algébre de Kac abélienne) I’algébre involutive
C% (munie de la multiplication et de la conjugaison ponctuelles). C’est une algébre de Hopf de
dimension finie si on pose en outre A(a)(g,h) = a(gh) (dans l'identification C¢®@C% ~ CE*%),
e(a) = a(e) et S(a)(g) = a(g™!). Elle est abélienne au sens ot I'algébre sous-jacente est abélienne, et
on peut montrer (grace a 'antipode S et a la théorie de Gelfand-Naimark) que toutes les algébres
de Hopf involutives abéliennes de dimension finie sont de ce type. On note d’autre part K;(G)
(algebre de Kac symétrique) D'algébre involutive unifére CG (munie du produit de convolution
et de I'involution g* = g~1). C’est une algébre de Hopf de dimension finie si on pose en outre
A(g) = g®g, €(g) = 1 et S(g) = g *. Elle est symétrique au sens ot 'algébre sous-jacente est
coabélienne (ie A(K;(GQ)) € K (G)®,,.Ks(G)), et on peut montrer que toutes les algébres de Hopf
involutives symétriques de dimension finie sont de ce type.

La dualité des espaces vectoriels induit naturellement, par transposition, une dualité des al-
gébres de Hopf de dimension finie (qui fait se correspondre algébres abéliennes et algébres symé-
triques), donc une dualité entre groupes finis (identifiés a leur algebre de Kac abélienne) et algébres
de Kac symétriques, qui prolonge la dualité des groupes abéliens finis : pour G abélien fini, K, (G)
est symétrique, donc l'algébre duale est abélienne, c’est K,(G') = K (G). Le dual naturel d’un
groupe fini G est donc l'algébre de Hopf symétrique K (G).

Une des motivations des définitions du paragraphe 2) est ’extension de ces raisonnements aux
groupes localement compacts (pour lesquels la théorie de Pontryagin, dans le cas commutatif, reste
valable). On n’y parviendra que partiellement : cf. la REMARQUE suivant la proposition 1, et le
paragraphe C)2).

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe compact. On peut montrer que G est rigide : si
(G,) est une famille de groupes de Lie «dépendant continiment de v» avec G; = G (ie mutuelle-
ment homéomorphes et tels que les constantes de structure des algébres de Lie associées dépendent
continfiment de v), alors les G, sont tous isomorphes a G. Ces groupes jouent pourtant un role
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important en physique des particules, et il serait intéressant de pouvoir les déformer : la déforma-
tion du groupe de Poincaré en les groupes de Minkowski (avec paramétre ¢) a par exemple joué un
role crucial dans l'introduction de la relativité restreinte.

L’idée pour ce faire est d’utiliser les méthodes de la géométrie non commutative (remplacer
I’algebre des fonctions sur 'espace étudié par une C*-algébre non nécessairement commutative, en
s’inspirant de la théorie de Gelfand-Naimark : cf. [7, §6]), qui a par ailleurs prouvé son efficacité pour
mieux exprimer la mécanique quantique comme une déformation de la mécanique classique. Les
données d'une théorie classique sont ainsi typiquement une variété, «l’espace des phases» (R® dans
le cas particulierement simple d’une particule libre), et des fonctions définies sur cette variété, les
«observables» (p'et ¢'), qui commutent. Dans la version quantique, on se donne une C*-algebre (dont
les états s’interprétent comme points d’un pseudo-espace des phases) engendrée par des observables
vérifiant certaines relations de commutation (avec un paramétre de déformation), qui deviennent
triviales dans le cas classique ([p,¢’] = —ihd;;, par exemple). [Souvent en physique cette C*-
algebre est plongée dans un espace de Hilbert (grace au théoréme classique : [18, th. 2.6.1]), les
vecteurs ¢ de norme 1 définissant alors des états fe : r — (¢|7().]

Une des motivations des définitions du paragraphe 2) est 'application de ces méthodes au
probléme de la déformation des groupes de Lie compacts semi-simples. Cet objectif sera atteint en
C)4), C)5) et dans 'appendice A ot on étudiera une déformation (dans une catégorie plus grande
que celle des groupes) de SU(2), groupe de symétrie des théories avec particules de spin 1/2 (dans
lesquelles il recouvre le groupe SO(3) des rotations de I’espace).

Plus précisément, on appelle (suivant [27]) comultiplication sur une C*-algébre A un morphisme
de C*-algébres ® de A vers l'algébre M(A®A) des multiplicateurs de A®A, non dégénéré (ie
D(A)(A®A) est dense dans A®A), et tel que (IdR®P) o & = (P®Id) o & (coassociativité). Un
monoide quantique localement compact est une C*-algébre A munie d’une comultiplication. Si A est
unifére (ce qu’on supposera dorénavant), le monoide quantique est dit compact, M(ARA) = AQA
et la non-dégénérescence de ® équivaut a (1) = 1®1. Dans le cas commutatif on retrouve par le
théoréme de Gelfand-Naimark [30, §16, th. 1] les monoides compacts «classiques». Or un monoide
compact G est un groupe ssi il est régulier, ssi les fonctions de la forme (g, h) — a(g)b(gh) ou
(g,h) — a(h)b(gh) sont denses dans C°(G x G) (cf. par exemple [27, prop. 3.2 et 3.3|). Il est donc
naturel d’appeler groupe quantique compact une C*-algébre unifére A munie d’un morphisme
unifére & : A — A®A coassociatif (toujours (Id®®P) o & = (PRId) o ®), tel que A®R1 P(A) et
1®A ®(A) sont denses dans A®A. Une représentation de (A, ®) sur un espace de Hilbert H est
un élément v € M(L(H)®A) tel que v@Qv = Id®®(v), ot on note vQw = ) v;w;®a;®b; pour
v=>Y v;®a; et w=> w,;Rb,.

Dans la suite on se consacre & 1’étude des groupes quantiques compacts matriciels, suivant
[45, 49]. Il s’agit des groupes quantiques compacts (A4, ®) admettant une représentation de dimen-
sion finie v non dégénérée ainsi que sa conjuguée (inversibilité de v et v=®*), et dont les éléments de
matrice engendrent une sous-algébre involutive A dense dans A. Dans le cas classique, A = C*(G)
par le théoréme de Stone-Weierstraf. ® est alors déterminée par la «représentation fondamentale»
v, et on a existence d’un antipode et d’une counité sur A, qui devient ainsi une algébre de Hopf
involutive : cf. définition 1 et sa REMARQUE. En fait on ne restreint pas beaucoup le champ de
Pétude en se limitant au cas matriciel : le cas compact s’en déduit par limite inductive (on peut
montrer qu’un groupe quantique compact (A, ®) admet un ensemble «fondamental» de représen-
tations, ie dont les éléments de matrice engendrent A, et le groupe quantique est matriciel quand
cet ensemble est fini). De plus les exemples intéressants entrent dans le cadre matriciel.

2) Définitions

Soit A une C*-algébre et v = > v;®a;, w = > w;®b; des éléments de M, (C)®A. On note
QW =Y v;w;®a;Rb;.
Définition 1 Soit A une C*-algébre unifére. Soit u = (ug) € My (A) et A Ualgébre involutive
engendrée par {ug;}. (A, u) est appelé groupe quantique compact matriciel (de dimension n)
si A est dense dans A, et s’il existe un morphisme uniféere de C*-algébres ® : A — ARA et une
application linéaire antimultiplicative k : A — A tels que :

Id®®(u) = u@u, (1)
Vac A k(k(a™)*)=a, et (2)
Id®k(u) = v (3)
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D et k sont déterminés par A et u, et respectivement appelés comultiplication et coinverse du
groupe quantique.

REMARQUE. On utilise dans cette définition, et dans la suite, le produit tensoriel spatial de C*-
algebres (cf. [35] pour une présentation rapide), et les résultats de prolongement [40, chap. IV,
prop. 4.22 et 4.23]. En outre on vérifie aisément, sur les uy, la coassociativité de @ : (Id®®) o & =
(P®Id) o @, et on établira au paragraphe 4) la densité de A®1 ®(A) et 1A P(A) dans ARQA.
Ainsi la définition 1 entre dans le cadre des groupes quantiques compacts décrit précédemment.
Par ailleurs l'existence de x vérifiant (2) et (3) entraine facilement I'inversibilité de u et @ = u=®*,
on verra au corollaire 3.2 que la réciproque est vraie.

D’autre part, I'existence d’unité découle des autres axiomes :
Proposition 1 Soit (A,u) un groupe quantique compact matriciel. Il existe un unique caractére
involutif e : A — C tel que

VaeA mo (k®Id) o ®(a) =m o (Id®k) o ®(a) = e(a)l. (4)
e est appelé counité de (A, u).

/ Soit Ay lensemble des a € A tels que m o k®Id o ®(a) et m o Id®k o P(a) sont
un méme multiple e(a)l de 1. On vérifie aisément que pour a,a’ € Ay, a* et ad’

appartiennent & Ay avec e(a*) = e(a) et e(aa’) = e(a)e(a’). Par exemple pour cette
derniére assertion, on pose ®(a) =Y bpQcy, et ®(a’) = > b}, ®c}/, et on a :

m o (k®Id) o ®(aa’) = Z k(b ) k(b ) e crr
=e(a) Z k(b )ch = e(a)e(a’).

D’autre part {ug;} C Ao d’apreés la définition (3) de k (poser e(uy;) = d). Ainsi Ag
est une sous-algébre involutive de A contenant uy;, donc c’est A. On obtient ainsi
I’existence, I'unicité est évidente. //

Les propriétés de la counité s’expriment agréablement en termes de produit de convolution : on
note

wxa = (Idew) o ®(a),

axw = (W'®Id) o ®(a), et

wrw = (waw') o P,

pour w,w’ € A* et a € A, ou bien w,w’ € A’ et a € A, et on a alors (avec en général e € A*
seulement, donc pour a € A) :

W rw(a) =wlaxw) =w(wx*a), (5)

exa=axe=a et wrxe=exw=w.

// Les premiéres égalités s’obtiennent par des manipulations faciles du produit tensoriel :
par exemple, w’ * w(a) = (WQw)o ®(a) = w' o (IdQw) o ®(a) = w'(w * a). Elles
permettent par ailleurs de déduire les derniéres des suivantes.

Celles-1a se démontrent par la technique déja utilisée pour la Proposition : soit Ag =
{a € A / exa=a}, on vérifie facilement que Ay contient les uy; et est une sous-
algébre involutive de A, donc c’est A. //

REMARQUE. @, k et e munissent A d’une structure d’algébre de Hopf (de dimension infinie), au
sens de 1). Cependant la dualité n’est pas aussi agréable qu'en dimension finie, & cause notam-
ment du fait que le bidual d’une C*-algébre n’est pas en général une C*-algébre (il faut utiliser
les W*-algébres pour avoir un bon comportement vis-a-vis de la dualité). Le bon cadre pour le
prolongement de la dualité de Pontrjagin des groupes localement compacts abéliens est celui des
algébres de Kac-von Neumann : cf. [20]. Dans notre cas la dualité passe par les représentations
unitaires irréductibles, comme on le verra en C). Les caractéres coincidant précisément, dans le
cas abélien «classiquey, avec les représentations irréductibles, cette dualité (de Tannaka-Krein)
prolonge aussi, d’une certaine maniére, celle de Pontrjagin, malgré son manque de symétrie.
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Définition 2 Un morphisme de groupes quantiques de (A, u) vers (B,v) est un morphisme de
C*-algebres U : A — B tel que (PRW) o &4 = g o U, avec des notations évidentes. Cela munit la
classe des groupes quantiques compacts matriciels d’une structure de catégorie. On dit que (B,v) est
un sous-groupe quantique de (A, u) sl existe un morphisme surjectif de groupes quantiques de A
vers B. On dit que (A,u) et (B,v) sont identiques (resp. semblables) s’il existe un isomorphisme
(de groupes quantiques) ¥ : A — B tel que Id®@W¥(u) = v (resp. PoP~! pour une matrice P €
GL(n)).

Ces définitions sont justifiées par les exemples du paragraphe suivant. On appelle parfois les sous-
groupes quantiques «quotientsy, en effet les C*-algébres sous-jacentes aux sous-groupes quantiques
de (A,u) sont aussi (& isomorphisme prés) les quotients de A par ses idéaux fermés I tels que
O(I) C I®A + AR®I (voir a ce sujet [43]).

3) Exemples

Comme indiqué dans les motivations, les premiers exemples proviennent des groupes «clas-
siques». Soit G un groupe compact matriciel (ie sous-groupe compact de GL(n)), A = C°(G) et
wwe : G — C,(gij)ij — gm- Ona A= C*(G). En identifiant A®A et C°(G x G) on peut définir
une comultiplication par ®(a) : (g,4') — a(gg’) (la vérification de (1) découle immédiatement de
Pégalite we(gg') = wa(g)wa(g’) : en effet wa(g) = g!). Lexistence de x découle de I'inversibilité
de u et 4 : cf. corollaire 3.2. Ainsi (C°(G),wg) est un groupe quantique compact matriciel. Il est
commutatif, au sens ot A est commutative, et on a en fait :

Proposition 2 Soit (A,u) un groupe quantique compact tel que A est commutative. Il existe un
sous-groupe compact de GL(n) tel que (C°(G),wg) est identique a (A, u).

// Soit X (A) 'ensemble des caractéres de A. On pose en s’inspirant de la théorie de
Gelfand-Naimark : G = {Id®x(u) / x € X(4)} C M,(C).
C’est un compact (cf. [40, chap. I, prop. 3.10]). Il est stable par multiplication :

(Id®x (u))(1d@x' (u)) = Idex@x (u@u) = 1dD((x®X') o ®)(u)

et (x®x’) o ® est un caractere. Il est de méme composé d’éléments inversibles car (4)
assure que id®(x o k)(u) est I'inverse de u, et x o k est un caractére (k est donné
par la formule x(a) : g — a(g™!)). La stabilité par inversion en découle grace a la
compacité : soit g € G et lim g¥(™) € G une valeur d’adhérence de (¢"),, en posant
P(n) = p(n+1) — (p(n) + 1) il vient g~ = lim g € G.

Soit alors ¥ : C°(G) — A le morphisme de C*-algébre défini par f(Id®x(u)) =
x(¥(f)), c’est un isomorphisme d’apreés la théorie de Gelfand-Naimark : [40, chap. I,
th. 4.4], qui vérifie bien sir Id®¥ (wg) = u. //

On dit que G et (A, u) sont associés. Il y a un seul groupe associé a (A, u) et les groupes quantiques
associés a G sont les groupes quantiques identiques a (C°(G),wg). On peut d’autre part vérifier
que les définitions 2 et 3 (paragraphe suivant) correspondent dans le cas commutatif aux notions
classiques, par exemple ¥ : C°(G) — CY(H) est un morphisme de groupes quantiques ssi (H —
G, x — x o ¥) est un morphisme de groupe. On remarquera en particulier le changement de sens
et le passage de 'injectivité a la surjectivité, qui justifie la définition des sous-groupes quantiques.

Il est naturel de vouloir passer, par «dualité», des groupes compacts matriciels aux groupes

discrets & un nombre fini de générateurs. Soit I' un groupe muni d’un systéme fini de générateurs
{71, .-y} Soit Ur une représentation (unitaire) fidéle de I' telle que Ur®Ur soit contenue
dans un multiple de Ur, on note ur = diag(Ur(y1), ...,Ur(mw)) et A = C*(Ur) C L(H) la
C*-algeébre engendrée par Ur(T") (H est l'espace de Ur).
Proposition 3 (C*(Ur),ur) est un groupe quantique compact. Il est cocommutatif, au sens ot
D(A) € AR, A, et tout groupe quantique compact cocommutatif est semblable & un (C*(Ur),ur)
avec T' groupe discret a un mombre fini de générateurs, et Upr une représentation fidéle de I telle
que Ur®Ur soit contenue dans un multiple de Ur.

// A est Palgebre involutive engendrée par les Ur(v;), elle contient donc, par définition
des v; et de Ur, Ur(T), et est bien dense dans A.
On sait par ailleurs que Ur®Ur est contenue dans un multiple de Ur, autrement dit
il existe un espace de Hilbert K et W € L(H®H, K&H) tels que

Vyel Ur(y)®Ur(y) = W* o (Idx®Ur(y)) o W.
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On peut alors définir un morphisme de C*-algébres par ®(a) = W* o Idg®a o W,
il vérifie ®(Ur(vy)) = Ur(y)®Ur(vy) pour tout v € T, donc en particulier (1) et
D(A) € A®,,A. 1l est enfin clair que ur = 4r est inversible, et l'existence de k
en découle comme plus haut grace au corollaire 3.2.

La démonstration de la seconde partie du théoréme nécessite le théoréme de décom-
position des représentations (lisses) : cf. corollaire 2.2. //

4) Représentations : définitions

La définition du paragraphe 1) se spécialise dans le cas des groupes quantiques compacts ma-
triciels et des espaces de dimension finie en la définition 3. Les notions habituelles de la théorie des
représentations des groupes s’y généralisent : définitions 4 et 5.

Définition 3 On appelle représentation sur E (C-ev. de dim. finie) du groupe quantique (A, )
un élément v de L(E)®A tel que

Id@®(v) = vQv.

La dimension de v est celle de E. v est dite lisse si v € L(E)®A. u définit une représentation
de (A,u), appelée représentation fondamentale du groupe quantique.

Soit v, w des représentations de G = (A4,u). Pour w € A’ on note v, = ldew(v) € L(E),
cela s’étend & w € A* si v est lisse. Pour A € L(E)* on pose de méme v = A®Id(v), et si A
parcourt la base de L(E)* associée & une base (ex) de E, on note yv = e (u®ey) la famille de A

correspondante. On pose de plus, pour v = Zlf v;Qa; et w = le w;j®b; :

vew=> (v;®0)®a+ » (06 w,)®b;,
vQQuw = Zvi®wj®aibj et

@:§ T;®a}.

On note Rep(G) la classe des représentations de G, et Rep,(G) la plus petite classe de représenta-
tions de G contenant les représentations fondamentale et triviale, et stable par équivalence, somme
directe, produit tensoriel, conjugaison et passage aux sous-représentations, au sens des définitions
qui suivent.

Définition 4 Soitv € L(E), w € L(F) des représentations du groupe quantique compact matriciel
(A u). Alorsvdw e LIE®F), vQw € L(E®RF) et v € L(E) sont des représentations de (A, u),
dites respectivement somme directe de v et w, produit tensoriel de v et w, et conjuguée de
v. v est dite équivalente ¢ w s’il existe s € GL(E, F) tel que (s®Id)v = w(s®Id), ce qu’on note
v R w. 1 =1Ide®]1 et 05R0 sont des représentations de (A,u) sur C et E, dites respectivement
triviale et nulles.

Définition 5 Soit v € L(E)®A une représentation de (A,u). v s’identifie canoniquement & un
élément © de L(E, EQA). On dit que F', sous-espace de E, est stable sousv si 0(F) C FQA. Alors
la restriction de v a F' et FQA définit une représentation w de (A,u) sur F'. On dit que w est une
sous-représentation de v, ou que v contient w, et on note w C v. v est dite non-dégénérée
si elle ne contient aucune représentation nulle de dimension non nulle, irréductible si elle ne
contient aucune autre représentation qu’elle-méme et la représentation triviale.

Proposition 4 Soit v € L(E)®A une représentation lisse de (A,u). Alors v est somme d’une
représentation nulle et d’une représentation non dégénérée. v est non dégénérée ssi v est inversible
dans L(E)®A. Les éléments de Rep,(G) sont non dégénérés.

// Soit Ey = Ker(v,) et Ey = Im(v.). Pour toutew € A* ona v, o v, = I[d@w®e(vQv) =
(1de@w®e) o (Id®P)(v) = Uyse = vy et de méme v, o v, = v,, ce qui implique de
maniére classique que Vw € A* Id®@w(9(Ey)) = v,(Eo) C Ep. Ainsi Ey, et de méme
FE1, sont stables sous v. De plus ils sont en somme directe car v, o v, = v, d’apres les
mémes égalités. Notant wg et w; les restrictions respectives de v & ces espaces, on a
donc v = wy H ws.

Si o(z) = 0, alors ve(xz) = 0 donc x € Ey : ainsi wy est non dégénérée. Inversement
pour z € Ey on a VweA* v,(x) = v, ove(z) =0 donc wy est nulle. On a démontré
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la premiére affirmation.
En particulier, si v est non dégénérée on a v, = Idg. Mais d’autre part :

v.®1 = Id®(1le)(v)

= Id®(m o (k®Id) o ®)(v) d’apreés (4)

=Id®(m o (k®Id))(vQv) car v est une représentation

= (Id®k(v)) v,
la derniére égalité se vérifiant si nécessaire en mettant v sous la forme Y m;®v;. Ainsi
v est inversible & gauche et, de méme, inversible & droite. Réciproquement, si v est
inversible alors ¢(z) = 0 = 2®1 = v~ 19(x) = 0 donc v est non dégénérée.
u est non dégénérée car inversible. Si v et w sont non dégénérées, (VB W), = Ve Pw, =
Id, (v@Qw)e = ve@w, = Id et v, = (v,) = Id donc v&Ow, vOw et v sont non dégénérées.
11 s’ensuit facilement que tous les éléments de Repy(G) sont non dégénérés. //

Pour finir, on montre que la classe Repy(G) est «riche» et on en déduit la densité de A®1 &(A)
et 1® A ®(A) dans ARA.
Proposition 5 Il existe pour tout a € A une représentation v € L(E)®A de Repy(G) et une
forme A € L(E)* telle que a = yv.

// Soit Ag = {av / v € Repy(G), A € L(E,)*}. Par définition de Repy(G) — stabilité
par somme directe, produit tensoriel et conjugaison — Ag contient 1 et les ug;, et est
stable par addition, produit et conjugaison. Donc c’est A. //

REMARQUE. On verra en fait (corollaire 2.1) que Repy(G) coincide avec I’ensemble des représen-
tations inversibles.

Proposition 6 A®1 ®(A) et 19 A $(A) sont denses dans ARA.

/ Soit a € A. D’apreés la proposition 5 on peut écrire a = « v ol v est une représen-
tation non dégénérée (car dans Repy(G)) de (4, u), moyennant le choix d’une base
convenable de son espace. On a alors :

& Z(M(v‘l)@l)@(ﬂv) =« Z(ki('l)_l)@l)(ij'l}@jlv)

= aZ(Skﬂ@jlv = 1®a.
J

Ainsi 1®a € A®1 ®(A). Cela implique clairement ARA C A®1 ®(A) donc la moitié
du résultat voulu. L’autre s’obtient de la méme maniére. //

5) Mesure de Haar

La mesure de Haar est un des outils fondamentaux de la théorie des groupes compacts : cf.
par exemple [9]. Rappelons qu’une mesure positive h sur un groupe localement compact G est dite
invariante & gauche si elle vérifie

VacC(G) VreG /a(rs)dh(s) = /a(s)dh(s), ou encore : (6)

Vwe My (G) Yael (@) / / a(rs)dw(r)dh(s) = w(G) / a(r)dh(r). (7)

La définition suivante étend cette notion aux groupes quantiques non nécessairement commutatifs
(en effet [[ a(rs)dw; (r)dwa(s) = [ a(r)d(wixws)(r)).

Définition 6 Soit (A, u) un groupe quantique compact matriciel. Un état h € A* est dit invariant
a gauche si :

VacA (Id®h) o ®(a) = h(a)l, ou encore : (8)
VweA/Jr wxh=w(l)h. 9)

On définit de méme la notion d’invariance a droite, et on appelle mesure de Haar sur (A,u)
un état sur A invariant & gauche et a droite.
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On établit maintenant ’existence et 'unicité d’une mesure de Haar sur un groupe quantique
compact matriciel. Le lemme qui suit permet de caractériser l'invariance de h «relativement a
wy : comparer avec (7) et (9) ci-dessus. On en donne la version classique puis la version «non
commutative» : la comparaison met bien en évidence, nous semble-t-il, I'intérét qu’il y a considérer,
heuristiquement, A comme un espace de fonctions sur un «pseudo-espace».

Lemme 1.1 Soit G un groupe compact, w et h deux mesures positives sur G. Alors on a :

YacC(G) //a(rs)dw(r)dh(s) :w(G)/a(r)dh(T)
— VYaelG) / lan(rs) — ap(r)[2dh(r)dw(s) = 0,

avec la notation (locale) ap = [ a(rs)dh(s).

= s'obtient par un calcul simple : on développe |a(rs) — an(r)|> = |an(rs)|* +
lan(r)|? — 2Rean(r)*an(rs) et on intégre séparément. Par hypothése (appliquée a
ah) :

/ lan (rs)|2dh(r)dw(s) /|ah )?dh(r), et bien str : (10)

/|ah )2 dh(r)dw(s /|ah )|2dh(r) (11)

De méme, par hypothése et par définition de ay, :

9Re / / an () an (rs)dh(r)dw(s) = — 2 Re / an(r)* ( / / a(rst)dw(s)dh(t)) dh(r)

= —2Re w(G)/ah(T)’k (/G(Tt)dh(ﬂ> dh(r)
— _9Re w(g)/ lan (1) 2dh(r). (12)

La somme est bien nulle.
Pour <, on utilise la densité dans C%(G), quand a et b décrivent C°(G), des fonctions
de la forme (¢t — [ b(r)a(rt)dh(r)). 11 suffit ainsi de montrer :

Ya,beC(G ///b a(rst)dh(r)dw(s)dh(t //b a(rt)dh(r)dh(t).

Or ’hypotheése implique, par l'inégalité de Cauchy-Schwartz :
Va,beCO(G) / / b(r) (an(rs) — an(r))dh(r)dw(s) =
— / / / b(r)(a(rst) — a(rt))dh(r)dw(s)dh(t) = 0, (définition de ay)

ce qui est exactement 1’égalité recherchée. //

Lemme 1.1 (bis) Soit (A4, u) un groupe quantique compact matriciel, w et h deux formes positives
sur A. Alors on a :

who® =w(l)h <~
VacA how ((P(an) — an®1)*(®(an) — an®1)) =0,
avec la notation (locale) ap, = id®h o ®(a)
// On proceéde comme précédemment. Les équations (10), (11) et (12) deviennent :
hew (®(ajan)) = w(l)h(ayan),
h@w(ayap®1) = w(l)h(ajyay), et
h®w [(a;,@1)P(ap)] ay,(Id@w®h o PRId o ®(a))]
ay,(Id®@(w®h o @) o B(a))] (13)
)
)

Dk [a; (Idoh o ®(a))]

h
h
w
w()h(afap).

(
[
[
(
(
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Les justifications sont exactement les mémes que plus haut, on a rajouté la ligne (13)
pour mettre en évidence 'utilisation de la coassociativité et du calcul tensoriel élé-
mentaire, qui rendent la lecture moins facile que dans le cas commutatif. Un calcul
analogue donne le méme résultat pour A@w(®(a;})(ar®1)] et on en déduit immédia-
tement =-, comme plus haut.

En tenant compte de la densité de A®1 ®(A) dans AR A, donc de h®ld(A®1 $(A))

dans A, on se raméne pour < & montrer

(w®h) o @ o (h®Id)(b®1 ®(a)) = w(1)(h®h)(b®1 ®(a)), ou encore :
(h@w®h) o (Ide®)(bo1l ®(a)) = w(1)(hah)(bx1 ®(a)),

pour a,b € A. Or 'hypothése implique, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

Va,be A hw((bal)(®(an) —ar®1)) =0

= hew([(bol)(1deldeh o d31d o ®(a))] = w(1)h(ban) (14)
= hewah[(ba121)(PRId o ®(a))] =
= w(1)A[(b®1)(Id®h o (a))] (15)

= (heweh) o (1d2d) (b1 ®(a)) = w(1)(hah)(bo1 b(a))

(& nouveau, les justifications sont les mémes que plus haut et les lignes (14) et (15)
mettent en évidence 'utilisation de la coassociativité), ce qui est exactement 1’égalité

recherchée. //

Théoréme 1 Soit G un groupe quantique compact matriciel. Il existe une unique mesure de Haar
h sur G. On a de plus :

VneA* nxh=hxn=n(l)h,
Va€A axh=hxa=h(a)l, et
VaceA hok(a) = h(a).

// Soit w un état sur A, et w, = (W+w*w+ -+ + w*™)/n. La suite (w,) est bornée
donc admet une valeur d’adhérence préfaible h,, qui est un état (car A est unifére)
et vérifie w x h, = h,, : en effet w* w,, —w, = (w*("'H) —w)/n.
Par définition de la convolution et grace & 'implication = du lemme 1.1, on aVa€ A
ho®w ((®(ap,) — an,®1)*(®(an,) — ap,®1)) = 0. Donc pour une autre forme p telle
que 0 < p<wonaaussiVae A h,®p((®(an,)— an,®1)*(®(an,) — an,®1)) =0
et, par I'implication < du lemme 1.1, p % hy, = p(1)h,.
On pose alors, pour toute forme positive w, K, = {h état / w=*h =w(1)h}. Ce qui
précéde montre que K, est non vide et que p < w = K, C K,. De plus il est clair
que les K, sont préfaiblement compacts. Leur intersection contient donc au moins un
état h, il est invariant a gauche. De méme, il existe un état h’' invariant a droite. Ils
sont égaux : h = b/ x h = h/, ce qui montre également I'unicité de la mesure de Haar
ainsi obtenue.
La deuxiéme égalité se déduit sans difficulté, grace a (5), de linvariance a gauche
et & droite sur les formes. Elle implique, toujours grace a (5), la premiére. Pour la
troisiéme on pose h = hok, h = ho ™ (ce sont des formes sur A), et on calcule
(pour a € A) :

hx h(k(a)) = (h@h) o ® o k(a) = (h@h) o (k®K) o ®(a) = h * h(a).

Mais d’autre part la premiére égalité assure que h  h(k(a)) = h(k(a)) et h* h(a) =
h(a), ce qui donne le résultat recherché. //
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B) Théorie des représentations

On établit maintenant les résultats fondamentaux de la théorie des représentations, qui nous
seront utiles en C) pour 'obtention d’une dualité pour les groupes quantiques compacts matriciels,
et pour I’étude d’une déformation du groupe «classique» SU(N). Ils proviennent essentiellement
de [45] et [27].

1) Entrelacement et contragrédience

Pour une étude plus détaillée des représentations d’un groupe quantique compact matriciel, on
introduit maintenant les notions d’entrelacement et de contragrédience. L’objectif est le théoréme
de décomposition d’une représentation en somme directe de représentations irréductibles. Les no-
tions de somme directe, inclusion, irréductibilité peuvent s’exprimer dans le langage des opérateurs
d’entrelacement.

Définition 7 Soit v, w des représentations du groupe quantique compact matriciel (A, u) sur E et
F respectivement. On dit que s € L(E, F) entrelace, ou est un morphisme d’entrelacement
entre, v et w si (s®1)v = w(s®1). L’ensemble des morphismes d’entrelacement entre v et w est
noté Mor(v,w). Si un morphisme inversible entrelace v et w, on dit que ces représentations sont
équivalentes.

Notons, pour j un antiisomorphisme entre un espace de Hilbert E et un espace vectoriel de dimen-
sion finie F : ¢;(1) = Y e;®j(e;) (ou (e;) est une bon quelconque de E) et ¢;(y@z) = (71 (y)|z).
Cela définit t; : C — EQF et t; : FQE — C.

Proposition 7 Soit v1, vy, v, w des représentations d’un groupe quantique compact matriciel
d’espaces respectifs Ey, Eo, E et F. S’il existe s1 € Mor(vy,w) et so € Mor(ve, w) injectifs tels
que Im(s1) @ Im(sz) = F, alors w est équivalente & vy ® ve. S’il existe p € Mor(v,v) projection
de E sur F telle que p!¥ € Mor(v,w), w est une sous-représentation de v. Si v est irréductible,
Mor(v,v) = CId. Supposons maintenant E muni d’une structure hermitienne rendant v unitaire.
w est équivalente o v ssi il existe un antiissomorphisme j entre E et F tel que t; € Mor(1,vQw)
et t; € Mor(w@u, 1).

// La premiére affirmation découle immédiatement du fait que le noyau d’un morphisme
d’entrelacement est un sous-espace invariant, qui provient lui-méme de 1’égalité évi-
dente : wo s = s®Id o ¥ pour s € Mor(v,w). Ce méme fait assure que si une pro-
jection commute & v, son image est stable. De méme, lorsque v est irréductible,
Mor(v,v) = CId car les sous-espaces propres de ses éléments sont nuls ou pleins.
D’autre part, w est équivalente & o ssi il existe j € GL(E, F) telle que w/®'d = ¢ld®*
ot on note m! = j~tmj € L(E) pour m € L(F). Posant w = Y w;*®b; si
w = > w;®b;, cela équivaut & w = v* = v~ 1. Le résultat est donc assuré par les équi-
valences t; € Mor(1,vQw) < v = Id®1 et t; € Mor(vQw, 1) © wv = Id®1. Véri-
fions par exemple la premiére, en posant v = Y, v;®a; et par des manipulation élémen-
taires des produits scalaires et tensoriels : par définition de ¢;, (vQw)(t;®1) = t;®1

s’écrit
Yo vk(e)@(wi o j)(e)@arby = Y e;®j(ei)®1
e VeeE 3 (j(Q|wiojle) vi(e)@arby = > ((C)i(e:)) ei®1
SVCeE Y (el (Q) vile®arh = X (eil¢) e®1
S V(eFE Z(Ukowl *)( )®akbl = (®I,
ce qui signifie bien que vw = Id®1. La structure hermitienne de F' utilisée a la

deuxiéme ligne est celle qui rend j unitaire. //

REMARQUE. On verra au lemme 2.2 que si v est inversible, on peut toujours munir F d’une
structure hermitienne rendant v unitaire. D’autre part les implications de ’énoncé sont en fait
des équivalences : cela résulte immédiatement du théoréme 2 (paragraphe suivant). Enfin la dé-
monstration montre également que si t; € Mor(1,vQw), t; € Mor(vQQw, 1) et @ = v*, alors v est
unitaire — on utilisera ce résultat en C).
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Le langage des morphismes d’entrelacement s’exprime & son tour simplement en termes de
contragrédience, invariance et produit tensoriel. Notons

vQQw = Zvi@)wj@aibj et
Cy = Ztvi@m(ai),

pour v = Y v;®b; € L(E)RA puis L(E)RA, et w = > w,;®b; € L(E)QA.

Définition 8 Soit v, w des représentations d’un groupe quantique compact matriciel. vQQw et, st
v est lisse, ‘v, sont des représentations de ce méme groupe quantique, dites produit tensoriel de
v et w et contragrédiente de v.

Définition 9 Soit v une représentation d’un groupe quantique compact matriciel. On dit que x € E
est invariant sous v si O(z) = x®1, ou encore : x € Mor(1,v) (ot on identifie x & une application
de L(C,E)). On dit que ¢ € E* est invariante sous v si (p®Id) o 0 = p®1, ou encore : ¢ €
Mor (v, 1).

Proposition 8 Soit v, w des représentations non dégénérées et lisses d’un groupe quantique com-
pact matriciel (A,u), sur E et F respectivement. Soit s € L(E,F), qu’on identifie ¢ un élément
de FQE* puis de (EQF*)*. Alors s € Mor(v,w) ssi s est invariant sous w@ ‘v. De maniére
analogue : s € Mor (v, ““w) ssi s est une forme sur EQF* invariante sous v w.

/ Montrons par exemple la deuxiéme équivalence. On utilise le fait (évident) que s €
L(E,F) ~ (EQF*)* est une forme invariante sous v@‘w ssi *(v@w),(s) = w(1)s
pour toute w € A*. Sion pose v =Y v;Qa; et w =Y w,;®b;, cela s’écrit

> wlain(by)) (0@ w))(s) = w(l)s. (16)

Mais *(v;®"w;)(s) = (w;®"v;) (30 CGe@pr) = D w;(Ck)®(pr 0 v;) = wjosowv; (on a
posé s =Y (x Qg dans l'identification L(E, F) ~ FQE*). (16) est ainsi équivalente,
aprés simplification de w, a

Z(szvi)éé(am(bj)) = s®1, ou on reconnait
("M0)(\s@1)(“w) = sl (17)

grace & une application de ‘®Id. Or “w est non dégénérée et lisse comme w, donc
inversible, et la démonstration de la proposition 4 donne son inverse : Id®x(“w) =
t@1d (ecqy) . Ainsi (17) se rééerit, par une nouvelle application de '®Id : (s®1)v =
“w(s®1). On a bien 'équivalence recherchée. //

2) Décomposition

Les reformulations du paragraphe précédent, alliées a l'utilisation de la mesure de Haar, sont
la base du théoréeme de décomposition que nous démontrons maintenant.
Lemme 2.1 Soit v une représentation d’un groupe quantique compact matriciel (A, w), h la mesure
de Haar sur (A, u). vy, est la projection sur lespace des éléments invariants sous v dont la transposée
est la projection sur l’espace des formes invariantes sous v. Pour  invariant sous v il existe une
forme ¢ invariante sous v telle que o(¢) > 0.

/ On a v, 0v, = Vpew = W(l)vy = v, o v, pour toute w € A" (cf. le début de la
démonstration de la proposition 4). En particulier v, est bien une projection. De plus si
vp(¢) = Con a pour w € A’ quelconque v, (¢) = v, 0 v, (¢) = w(1)vy(¢) = w(1)¢, donc
¢ est invariant. De méme si 'vj,(p) = ¢ on a pour w € A’ quelconque ¢ o v, = w(1)p
donc ¢ est invariante. Les réciproques étant triviales, Im v, (resp. Im vy,) est bien
Pespace des éléments (resp. des formes) invariant(e)s.

Soit ¢ un vecteur invariant sous v, et ¢y une forme quelconque telle que o(¢) > 0.
Alors ¢ = tvp,(pg) convient. En effet elle est invariante d’aprés ce qui précéde, et on

a (¢ étant invariant) : () = o 0 va(() = ¢o(¢) > 0. //

Lemme 2.2 Soit v une représentation d’un groupe quantique compact matriciel G = (A, u) sur
un espace vectoriel E. St v est inversible, il existe une structure hermitienne sur E qui rend v
unitaire.
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/ Munissons E d’une structure hermitienne quelconque. Dans le cas commutatif la
structure hermitienne invariante sous v est obtenue en «moyennant» la premiére par
h : on pose

(I = /G (v(g)Clo(9)¢’) dh(g) = /G (¢lo(g)*v(9)C) dg.

Dans notre cas on pose de méme Q = Id®@h(v*v) puis (¢|¢")s = ((|QC"). Clest un
produit scalaire car, v étant inversible dans la C*-algébre L(E)®A, il existe € > 0 tel
que v*v > £(Id®1), ce qui donne @ > e1Id. Il rend v unitaire car h est la mesure de
Haar :

Id®(h®Id o ®)(v'v) = (Id®h (v'v))®1, dou
Q®1 = Id®hlId ((vOv)* (vDWV))
* (IdehlId (v'e®l)) v="v" (Q®1) v

et 'adjoint d’un endomorphisme s relativement a (- | -) est bien Q7 's*Q : (s¢|Q¢’) =
(¢ls*Q¢) = (ClRQ™'s*Q)¢ //

Théoréme 2 Soit G = (A,u) un groupe quantique compact matriciel. Toute représentation uni-
taire ou lisse de G est somme directe de représentations irréductibles de Repy(G) et de représen-
tations nulles.

/ On se rameéne au cas unitaire grace a la proposition 4, puis au lemme 2.2 appliqué
a la composante non dégénérée de la représentation. Comme dans le cas classique,
le point central de la démonstration est la stabilité de 'orthogonal d’un sous-espace
stable. Cependant on ne peut la démontrer a priori dans notre cadre que lorsque la
sous-représentation associée est inversible, et il nous faudra montrer ensuite qu’une
représentation unitaire ne peut avoir de sous-représentation non inversible de dimen-
sion non nulle (ce qui est évident dans le cas classique).

Soit v € L(F) une représentation unitaire d’'un groupe quantique compact matri-
ciel (A,u), et F un sous-espace stable de v. Soit w la sous-représentation associée
et P € L(FE) la projection orthogonale sur F. Identifions w & un élément de L(E)
par w = v(P®1). On a alors w* = (PR1)v* et w*w = (P®1)v*v(PR1) = P®1. En
revenant aux éléments de L(F') on a donc w*w = Idp. Ce n’est pas vrai a priori dans
Pautre sens car on ne peut identifier w* a v*(P®1) : v* ne stabilise pas a priori F.
Mais si on suppose w inversible alors cela suffit a assurer son unitarité, et en parti-
culier Végalité ww* = Idp, c’est-a-dire dans L(FE) : v(P®1)v* = (P®1). Ainsi P est
dans Mor(v, v) et Mor(v*, v*), donc son image, F', et son noyau, F'*, sont stables sous
v et v*.

Par une récurrence immédiate, il s’ensuit que v est somme directe de représentations
irréductibles de Rep,(G) et d’une représentation unitaire vy d’espace F telle que
YV w €Repy(G) Mor(w,vg) = {0}. Cela signifie, par la proposition 8, que voD“w n’a
pas d’autre élément invariant que 0, pour toute w € Repy(G), et donc par le lemme
2.1 : YweRepy(G) (vo@°w)s = 0. Ecrivons alors vy = > vY®a; avec (v?) libre, on a

VweRepy(G) YAEL(E!)" Id@A@h(voD w) Zh a; Sw)v; =0,

donc par liberté et d’aprés la proposition 5 : Vi Va € A h(a;a) = 0 (en effet
Sw = k(yw) avec N = Ao ! et k est bijective). Alors Idp = Idp®h(vovg) =
>~ h(aia})vdv)” =0, ce qui n'est possible que si F = {0}. //

Corollaire 2.1 L’ensemble des représentations inversibles (ou unitaires) est Repo(G). L’ensemble
des représentations lisses est l’ensemble des sommes de représentations de Repy(G) et de repré-
sentations nulles.

// En effet par le lemme 2.2 une représentation inversible est unitaire & un choix de
structure hermitienne prés, donc se décompose grace au théoréme dans Rep,(G), qui
est stable par somme directe. De plus u est inversible donc les représentations de
Repy(G) aussi. La deuxiéme assertion est immédiate grace a la proposition 4. //
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REMARQUE. Dans [31], Woronowicz et Podle§ exhibent une représentation unitaire non lisse du
groupe SL(2,C) quantique, qui n’est pas compact. On peut se demander s’il existe des représen-
tations non lisses de dimension finie dans le cas des groupes quantiques compacts. La question est
en fait de savoir si la proposition 4 peut étre mise en défaut pour une représentation non lisse : une
telle représentation est soit non dégénérée mais non inversible, soit dégénérée mais avec un noyau
sans supplémentaire stable.

Corollaire 2.2 Tout groupe quantique compact cocommutatif est semblable & un groupe quantique
(C*(Ur),ur) avec T' un groupe discret ¢ un nombre fini de générateurs, et Ur une représentation
fidele de T telle que Ur®Ur soit contenue dans un multiple de Ur.

// Soit v une représentation irréductible de (A,u) sur E. La cocommutativité de @

entraine la commutativité du produit de convolution des formes : (WQw’') o & =
(W'@w) o @, et done Vw,w' € A’ v, 0 vy = v, 0w, (cf. démonstration de la pro-
position 4). Cela entraine immédiatement, pour w € A’, I'invariance sous v des sous-
espaces propres de v,,, et par irréductibilité v, est un multiple de I’identité. En par-
ticulier toute droite de E est stable sous v, I'irréductibilité impose donc dim F = 1.
Par le théoréme, u est somme directe de représentations irréductibles, qui sont de
dimension 1 : u = diag(y1, ...,7n) avec v; € A, & une similitude prés. Par définition
de D, les ; et les 7;1 = k(7;) sont des éléments a € A tels que ®(a) = a®a, donc
vérifient ||a|| < 1 (en effet ||®|| < 1). En conséquence, dans un plongement dans un
L(H) quelconque, les v; sont isométriques, donc unitaires. Soit alors I' le sous-groupe
de U(A) engendré par les ;.
La restriction Ur de la représentation universelle m de A & T' est une représentation
fidele de T, telle que Ur®Ur est contenue dans un multiple de Ur. De plus on a
C*(Ur) = mw(A) car les y; engendrent A. Donc 7 établit la similarité de (A, u) et
(C*(Ur),ur) : c’est le résultat recherché. //

3) Coefficients

Lemme 3.1 Soit v et w deuz représentations irréductibles d’un groupe quantique compact ma-
triciel. Si v X w, alors Mor(v,w) = Cs. Si v = w, alors Mor(v,w) = {0}. En particulier, un
morphisme d’entrelacement entre deux représentations irréductibles est soit nul, soit inversible.

/ On a déja établi la premiére affirmation a la proposition 7, dans le cas v = w, auquel
on se raméne en considérant (s~!'®@Id)w(s®Id). Si v et w sont irréductibles et non
équivalentes, on a Mor(v,w) = {0} car le noyau et 'image d’un morphisme d’entre-
lacement — qui ne peut étre inversible — sont stables. //

Pour G = (4, u) groupe quantique compact matriciel on note G Tensemble des classes d’équivalence
des représentations irréductibles de Repy(G), et (u®), s un systéme de représentants de G. Soit
(E4) les espaces correspondant, on peut supposer d’aprés le lemme 2.2 qu’ils sont munis d’une
structure hermitienne telle que les u® soient unitaires. On se donne pour chaque a une base
hermitienne (ef) de E, et on note (ef;) la base associée de L(E,) : eg(eff) = digef'. Alors u® =
> ef@mu®. On suppose de plus que les bases de E, et E5 = E, sont les mémes.

Théoréme 3 Soit G = (A,u) un groupe quantique compact matriciel et h sa mesure de Haar.
Pour chaque a € G il existe Fy, € L(E,) défini-positif tel que Mor(u®, “u®) = C F,,. Il est unique
4 une constante strictement positive prés. La famille (gu®)ar est une base de A vérifiant les
relations d’orthogonalité :

* Tr (Fef
h(k,mualnuﬁ ) = 5055mn%7 (18)
N Tr (F; el
h(mkua nluﬁ) = 5aﬁ6mn$' (19)

On a enfin ®(u®) = > qu®*® kru®, K(gu®) = u®™, e(u®) = 0k, et h(pu®) =46 5.

al

/ Commengons par les derniéres assertions. L’expression de ® sur les ju® exprime
exactement le fait que les u® sont des représentations. En appliquant alors (4) a ce
premier résultat, il vient : Id®@r(u®) = u® ™1 = u®*, ce qui est ’expression recherchée
pour . Remarquons que cela s’écrit aussi “u® = ) 'el} @ yu®*. Enfin on obtient de
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méme h(yu®) = 0 pour a # 1 en écrivant (Id®h) o ® = 1®h sur u® et en utilisant
la liberté de (u®) démontrée ci-dessous. Le seul élément de matrice de u! = 1 est
14, d’on le résultat lorsque a = 1. Enfin I'expression de e se déduit immédiatement
de sa définition : équation (4).

D’aprés la proposition 8, Id € L(E,) ~ E,®FE}, est invariant sous u®*@u®. D’aprés
le lemme 2.1 il existe donc F, € (Eq®E})* forme invariante sous u®*@u® telle que
F,(Id) > 0. Soit F, l'élément de L(E,) correspondant a F, dans I'isomorphisme
(Ea®Ey)* =~ L(E,). Toujours d’aprés la proposition 8, I'invariance de FE,, signifie que
F, est dans Mor(u®, ““u®), et F,(Id) > 0 s’écrit Tr (F,Id) > 0. En particulier F,
est non nulle, et le lemme 3.1 montre que F,, est inversible et que Mor(u®, “u®) =
C F,, (Iirréductibilité de u® entraine immédiatement celle de ““u®). De méme F;! €
Mor(““u®,u®) donc *F; ! s’identifie & un élément invariant sous ‘u®@u®, et c’est le
seul & une constante preés.

D’aprés le lemme 2.1 et la proposition 8, (u®@“u?); s’identifie & la projection sur
Mor(u”,u®) (éléments invariants sous u®® “u® de E,@E; ~ L(Eg, E,)), dont la
transposée est une projection sur Mor(u®, “uf) (formes invariantes sous u®®°u?).
Le lemme 3.1 et la définition de F, assurent alors que c’est 0 si a # (3, et sinon,
la projection sur CIdg, de forme coordonnée F, € L(E,)*. On a donc 'expression
(avec un léger abus de notation quand « # 3) :

1d. (20)
De méme en considérant (“u®@u?); (projection sur la droite invariante C ‘F;!,
cf. plus haut, et de forme coordonnée Idg, € L(E,)*, lorsque a@ = ), on obtient
I’égalité :
Trt 4

Tr g T (21)
(20) et (21) contiennent essentiellement (18) et (19). Prenons par exemple, lorsque
a =, t="e, pour les secondes (pour les premicres il faudrait prendre s = e%)).
On a dans l'identification L(EX)QL(FE,) ~ L(EX®E,) ~ L(L(E})) :

VteL(Ej, Ey) (“u@u)n(t) = dap

elk®ek/l/( 6 ) = elk®ek’l’( *®€g) = 5km6k/nt€ﬁ/, d’ou
(Ut @un(‘enn) = D el hlmpu®™ nru®) (22)

(grace a Dexpression de “u® établie au premier paragraphe). Mais d’autre part le
membre de droite de (21) vaut pour ¢ = te2,,

Trte2, ;. o T(F! tefly)
Tr tqu Fa — mnz ”/ ?F 1 . (23)
En identifiant les coefficients de ‘ef}, dans (22) et (23), on obtient exactement (19) (la
trace est invariante par transposition).

Ces relations d’orthogonalité entrainent la liberté de (riu®). En effet, si > takm kmu®
=0, (18) donne pour tout 5 € G et tous n, | (les sommes ne portent plus que sur k) :

ZUBImTr (Fuepy,) =Tr (Z uﬁknFaefQ
= 6?* o Iy (Z Mﬁkneg) =0,

ce qui donne bien, F,, étant inversible, V 3,k,n pgr, = 0. D’autre part la proposition
5 affirme exactement que (xu®) est génératrice.

Pour tout s € L(E,,) positif on a, par des calculs analogues a ceux de la démonstration
de la proposition 8 : (u*@u*)n(s) = Id®h(u*(s®1)u**) > 0. Comme Tr (F,) > 0
par définition, cela entraine pour s = p¢ (projection orthogonale sur C¢ C E,) :
Tr (Fupe) = (C|Fu¢) > 0. ¢ étant quelconque, Fy, est donc bien définie-positive.
L’unicité & une constante strictement positive prés est évidente. //

On voit en particulier grace & ce théoréme que la structure de groupe quantique s’exprime de
maniére extrémement simple en fonction des opérations de somme directe, produit tensoriel et
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conjugaison sur les représentations : on a pu® pm,u” = km.in (u® DU?), i u® +mntl? = pgmn (U ®uP),
Ut = u®, (I)(klua) = Zrlu“®krua, Ii(klua) = pu®", e(klua) = 0 et h(klua) = 5041' On peut
donc espérer reconstruire le groupe quantique a partir de ses représentations, ce sera l'objet du
paragraphe C)2) de la troisiéme partie.

Corollaire 3.1 Soit v une représentation lisse d’un groupe quantique compact matriciel. ‘v est
équivalente a v, et ““v, a v.

// L’expression du théoréme pour s entraine immédiatement, comme on ’a vu dans la
démonstration : “u® =Y el @ u™*, et e est le vecteur en position (k,l) dans la
* A S ok 9 2 L S S a*x

base de L(E},) associée & (eff™). D’autre part on a par définition a® =) e};® ru
L’équivalence entre “u® et u® est évidente sur ces expressions, elle s’étend & une
représentation lisse v quelconque grice au théoréme de décomposition 2. On a alors

€y ~ 0 ~ v, d’oll la seconde assertion (qui résulte aussi de lexistence de F,). //

Le corollaire suivant est en fait une simplification des axiomes de la définition 1, établie pour la
premiére fois dans [49]. On l'a utilisé pour introduire les exemples de A)3).

Corollaire 3.2 Soit A une C*-algébre et u € M, (A) dont les éléments de matrice engendrent la
C*-algébre A. Siu et @ sont inversibles et s’il existe un morphisme unifére de C*-algébres & : A —
A®A tel que IdR®(u) = u@u, alors (A,u) est un groupe quantique compact matriciel.

// Montrons d’abord que sous ces hypothéses, (A, P) est encore un groupe compact,
c’est-a-dire que 10A P(A) et A®1 ®(A) sont denses dans ARA (la vérification de
la coassociativité, sur les éléments de matrice de u, est facile). Soit B = (A®1) N
(®P(A) 1®A). B est une sous-algébre de ARA : si a®l = Y ®(a})(1®a)) € B et
bl = ®(V))(1b]) € B, alors

ab®1 =Y ®(a))(be1)(12a)) = > ®(ajb;)(awb]al) € B.
Or on a, pour tous i et j :
Z(I)(iku)(l(g)kju_l) = Zilu@)(lku kju_l) =;;u®l € B,

et de méme, en utilisant U'inversibilité de @, ;;u* € B. On a donc A®1 C B. Cela im-
plique bien sir ARA C ®(A) 1®A, et par passage a ’adjoint, la densité de 19 A (A)
dans A®A. On vérifie de la méme maniére celle de A®1 ®(A).

Le lecteur peut maintenant vérifier que les résultats obtenus dans cette section concer-
nant les représentations unitaires n’utilisent rien d’autre que la coassociativité de @, la
densité de A dans A, l'inversibilité de u et @, et la densité de 1 A P(A) et AQL P(A)
dans A®A (pour Pexistence de la mesure de Haar). En particulier on n’a utilisé I’exis-
tence de k que pour les propositions 1 et 4, qui sont inutiles lorsqu’on considére des
représentations inversibles, et, a travers la non dégénérescence des représentations de
Repy(G), pour démontrer la densité de 19 A ®(A) et A®1 ®(A) dans AR A, que l'on
vient d’établir indépendamment. Le théoréme 3 est en particulier valable sous nos
hypothéses (sauf bien sir 'expression de k), et on peut définir un coinverse dans la
base des coefficients : x(pu®) = pu®*. Il est immédiat de vérifier (2) et (3), donc
(A, u) est bien un groupe quantique compact matriciel. //

Corollaire 3.3 Soit G = (A4,u) un groupe quantique compact matriciel. La mesure de Haar h sur
G est fidele sur A.

/ Soit a € Ay tel que h(a) = 0. On étend cette propriété a d’autres éléments : pour
tout état w, a * w est positif et h(a * w) = hxw(a) = h(a) = 0. On passe a 'idéal a
gauche J = {a € A / h(a*a) =0} : les (a*w)? sont dans .J. Notant (w) les formes
coordonnées de la base (pu®), et a =Y af) wu®, on a donc Y k(af,)(a*wp) € J,
qui donne en développant a et en utilisant 'expression de x dans la base (gu®) :
Vk,l,a af;l € J. Mais h est non nulle (h(1) = 1), donc J G A et VE,l,a af) = 0.

Ainsi a = 0. //

REMARQUE. h n’est pas en général fidéle sur A entier (cf. [27]). En quotientant puis complétant
A pour la quasi-norme associée & h on obtient donc une autre C*-algébre A,., contenant encore A4
comme sous-algébre dense, grace au corollaire. Alors (A, u) devient un groupe quantique compact
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matriciel dont la sous-algébre dense a la méme structure d’algébre de Hopf que celle de (A, u).
Il est naturel de penser a ces objets comme a différentes «versions» du méme groupe quantique
compact matriciel — on a en fait une version par C*-norme sur A rendant ® continue.

4) Compléments

On peut & partir des théorémes 2 et 3 développer une théorie des représentations en tous

points analogue & celle des groupes classiques, de maniére tout-a-fait élémentaire. Par exemple,
notant x, = 1y v le caractére d’une représentation v, et x celui de u® (grace a U'invariance sous
l’équivalence), on la proposition suivante, dont ’énoncé et la démonstration proviennent mot-a-mot
de [38] (propositions 2.2 et 2.3, chapitre II) :
Proposition 9 Soit v et w deux représentation unitaires irréductibles d’un groupe quantique com-
pact matriciel G. Les produits scalaires de leurs caractéres dans L*(G, h) sont donnés par : h(x}Xw)
= yp~w- Une représentation unitaire v de G est irréductible ssi h(x%x,) = 1. Deux représentations
unitaires v et w de G sont équivalentes ssi Xy = Xuw-

/ Par les relations d’orthogonalité pour les éléments de matrice (théoréme 3), nous

avons h(x5Xw) = 0 si v = w. Si v ~ w, alors nous avons x, = X. A nouveau par les
relations d’orthogonalité, nous obtenons :

dim v dim v
h(Xsxw) = h(Xixe) = Y h(iv*j0) = T (F) > 6 Tr (Fyey) = 1.
ij=1 Y7 g=1

Les parties «seulement si» des deux assertions suivantes en découlent facilement.
Inversement toute représentation unitaire v de dimension finie de G peut se décom-
poser comme somme directe de représentations irréductibles (théoréme (2)) : soit
v = @] m;v; la décomposition irréductible de v, ol nous pouvons supposer v; < v; si
i # j et m; > 1 pour tout . Nous avons alors x, = > m;Xa,. Les relations d’orthogo-
nalité pour les caractéres (ci-dessus) montrent que m; = h(x}xy,) et h(x:xo) = Y. m?.
Si x, satisfait h(x:x,) = 1, alors la seconde égalité prouve que n = 1, my = 1 et
v = vy est irréductible. Si x, = X, alors nous avons h(x%xv,) = h(x},Xv;) pour toute
représentation irréductible v;. La premiére égalité prouve que la multiplicité m; de v;
dans v est égale a la multiplicité de v; dans w. Nous avons prouvé que v ~ w.

Cependant la non commutativité de A a des conséquences au niveau des représentations. Nous
en retiendrons deux : non commutativité du produit tensoriel et défaut de centralité de la mesure de
Haar. Etant donnés deux espaces vectoriels E et F', on note sans plus de précision ¥ Punique élément
de L(E®F) qui envoie (®(" sur ¢'®(. Si ¥ entrelace vDw et w@w, on dit que les représentations
v et w commutent.

Proposition 10 Soit (A,u) = G un groupe quantique compact matriciel. Les représentations de
G commutent deuz-a-deux ssi A est commutative.

// Si A est commutative, alors on est en présence d’un groupe classique et le résultat

est évident : Vg€ G Yo (v(g)®w(g))((®¢") = w(g)(¢")®v(9)(C) = (w(g)@v(g)) °
Y (¢®¢"). Inversement, écrivons qu’en particulier u commute & u et @ :

Z(egr’(gegs’) o (XR(rru ssru)) = Z(Egr’(g@gs/) o (X®(ssru rru)) et
Z(egr’@)egs’) ° (E®(7‘r’u ss/u*)) = Z(egT/(@Ggs/) o (Z@(ss/u* Tr/u)).

(e?, ®el ) étant une famille libre, cela montre que les j;u commutent avec eux-mémes,
et, de méme, avec les ju*. Mais ces éléments engendrent la C*-algébre A, qui est donc
commutative. //

Proposition 11 Soit (A, u) un groupe quantique compact matriciel, h sa mesure de Haar. On pose
dans la base du théoréme 3 : f(mu®) = Tr(Faef),). Cela définit une forme linéaire multiplicative
sur A, et on a :

VacA VbeA h(ab) = h(b fraxf).
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// Remarquons d’abord que les relations d’orthogonalité (18) et (19) nous renseignent
déja sur la non centralité de h : si on pose f_1(pu®) = Tr(F;'ef) on a

1) u®
h(k u® . a*) mn.]:(kl ) t
* a 6mn — u
h(mkua nlU ) TfI‘ 1F(kl )

Pour vérifier I’égalité de 1’énoncé il suffit donc de développer a et b* sur les xu® :
par définition f * g,u® * f =3 f(ru®) rsu®f(smu®), et d’autre part > f_1 (nru®)
Flnu®) = 6mpn (Clest Dégalité F,F, 1 = Idg,). On passe & b € A quelconque par
densité.

Il reste donc a établir la multiplicativité de f. On définit plus généralement f, (i u®) =
Tr (FZe),) : les f,(wu®) sont les coeflicients de matrice de FZ. On a alors

VaeG uf.;, =ufu}, =FiF; =F7% =uf , donc fox fu=foi.

De méme on aVaeG uf =Idg, = ug (car u® est non dégénérée : cf. démonstration
de la proposition 4), donc fo = e. Enfin, il est clair sur la définition que pour tout
a € A (z— f.(a)) est a croissance exponentielle sur le demi-plan des parties réelles
positives (ie 37, M >0 Vz Re(2)>0= |f.(a)| < exp(T Re z)).

Par associativité, et en appliquant I'identité du défaut de centralité de h, on obtient :
h(a fxbex f) = h(bca) = h(ca fxbxf) = h(a fxbxf fxcxf). h étant fidele, cela établit
la multiplicativité de (a — f xa = f), et par itération, celle des (a — fi *x a * fi) pour
tout k € N*. Or e est multiplicative et e( fy*xax* fi) = exfr(axfr) = fr(axfx) = for(a).
Donc les far, sont multiplicatives, ie on a pour a,b € A : Vz€2N* f,(ab) = f.(a)f.(b).
Les deux membres étant & croissance exponentielle en z, il est bien connu que ’égalité
s’étend a tous les z € C (théoréme de Carlson, cf. [6, 9.2.1]). En particulier f = f;
est multiplicative. //

REMARQUE. Dans le cas ou A est de dimension finie (on parle alors de groupe quantique compact
fini), ce dernier résultat montre que la mesure de Haar est en fait centrale : en effet A n’a alors
qu’un nombre fini de formes multiplicatives, et la continuité des applications (z — f,(a)) assure
qu’elles sont constantes, égales respectivement a fo(a) = e(a), et ainsi f = e. Cependant ce n’est
pas le cas en général : cf. [45, app. 1] pour le cas du groupe quantique SU,(2) introduit dans la
section qui suit. On voit méme sur cet exemple que la mesure de Haar n’est pas en général une
trace, ce qui constitue une différence notable avec la théorie des algébres de Kac.
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C) Des représentations au groupe

On introduit maintenant la dualité de Tannaka-Krein, suivant [47], et on en déduit la construc-
tion d’une déformation des groupes SU(N). On commence par analyser plus en détails 'objet
Repy(G), en utilisant le langage des catégories. Cela revient & se concentrer sur les morphismes
d’entrelacement en oubliant les morphismes de la représentation elle-méme, ce qui n’est pas sans
rappeler la démarche générale de la géométrie non commutative.

1) Catégories monoidales concrétes
Définition 10 Une catégorie C est la donnée

e de l’ensemble Obj(C) de ses objets,

e pour tous ¢,d € Obj(C), d’un ensemble de morphismes Home (¢, d),

o pour tous c,d,e € Obj(C), de o : Home(c, d) x Home(d, e) — Home(c, e),

o pour tout ¢ € Obj(C), de Id, € Home(c, ¢),
tels que pour tous ¢, d, e, f € Obj(C) et r € Home(c,d), s € Home(d, e), t € Home(e, f) -

ero(sot)=(ros)otet

e sold. =1Idjos=s.

Pour introduire les opérations de somme directe, restriction, ainsi que 1’équivalence et l'irréducti-
bilité, il faut préciser la définition précédente :
Définition 11 Une catégorie concréte est la donnée

e d’une catégorie C et

e pour tout ¢ € Obj(C) d’un espace de Hilbert de dimension finie H.,
tels que pour tous ¢,d € Obj(C) :

e Home(c,d) est un sous-espace de L(H., Hg),

e o est la composition des applications,

o Id, est l’identité de H.,

e s € Home(c,d) = s* € Home(d, ¢) et

e H.= Hy et Id. € Hom¢(c,d) = ¢ =d.

Soit ¢, ,d € Obj(C). Sl existe s € Home (¢, ¢') unitaire, ¢ et ¢ sont dits s-équivalents et on note
c X . Sl existe p € Home(c, ) projection orthogonale telle que Hy = pH,. et p!¢ € Home(c, d),
on dit que d est un sous-objet de c. Si Hy = H.® Hy et $i ican € Home(e, d), il,,, € Home(c, d)
(avec des notations évidentes), d est appelé somme directe de ¢ et ¢/, et noté ¢ ® .

C est dite compléte si pour tous c,c’ € Obj(C) :

e il existe un objet d’espace H s-équivalent & ¢ pour tout isomorphisme H, < H,
e il existe un sous-objet de ¢ d’espace pH. pour toute p € Home (¢, c),
e il existe un objet somme directe de c et c'.

¢ € Obj(C) est dit irréductible si Home(c,¢) = ClId.. Dans la suite Ciy, désigne un systéme de
représentants des objets irréductibles modulo ’équivalence. La catégorie concréte est dite engen-
drée par un ensemble {ci} C Obj(C) si Obj(C) est le plus petit ensemble d’objets de C contenant
{ck} et stable par équivalence, restriction et somme directe. Cela s’écrit encore Ve € C I (sg) €
IIyHome(ck,¢) > sksy =1Id. (somme finie).

Enfin, le produit tensoriel donne lieu & la notion suivante :

Définition 12 Une catégorie monoidale concréte est la donnée

o d’une catégorie concrete (C,{H.}),
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o d’une loi Obj(C) x Obj(C) — Obj(C) notée multiplicativement et
e de 1€ Obj(0),
tels que pour ¢,d,e,c’,d € Obj(C) :
e (cd)e=c(de) et le=cl =¢,
e Hyg=H.®H,q,
e s € Home(c,d) et s € Home(c',d') = s®s’ € Home(cd, dd').

On a alors Hy = C. ¢ € Obj(C) est dit conjugué a ¢ € Obj(C) s’il existe un antiisomorphisme
Jj: H. — Hg tel que t; € Home(1,77) et t; € Home(7r,1). La catégorie monoidale concréte est
dite engendrée par un ensemble fini {c;} C Obj(C) si elle est engendrée en tant que catégorie
concréte par l’ensemble des produits finis d’éléments de {ci}.

Pour G groupe quantique compact matriciel, Repy(G) muni des structures naturelles introduites
dans les parties précédentes est trivialement une catégorie monoidale concréte (le lemme 2.2 et la
proposition 4 permettent de supposer les v € Repy(G) unitaires). De plus les notions de somme
directe, restriction, équivalence, irréductibilité et conjugaison coincident (c’est le contenu de la
proposition 7), et Repy(G) est compléte. Elle est engendrée, par définition, par la paire d’objets
conjugués {u, u}. L’objet du paragraphe suivant est de montrer que cette propriété caractérise les
catégories monoidales concrétes de la forme Rep,(G) pour un certain groupe quantique compact
matriciel G.

Finissons par quelques propriétés trés naturelles des objets introduits plus haut (et déja rencon-
trées dans le cas des représentations d’un groupe quantique compact matriciel). Les démonstrations,
essentiellement des vérifications, sont laissées au lecteur, qui pourra se reporter a [47].
Proposition 12 Soit (C,{H.},) une catégorie monoidale concréte. Soit ¢,d € Obj(C) admettant
des objets conjugués ¢,d. Alors €@ d est conjugué de c®d. Si ¢’ est un sous-objet de c, il admet un
conjugué. Si c et d sont équivalents, ¢ et d le sont aussi. ¢ admet un conjugué, qui est équivalent
a c. Enfin, si la catégorie monoidale concréte est engendrée par une paire d’objets conjugués, tout
objet admet un conjugué.

En particulier un objet admet au plus un conjugué & équivalence prés. Par abus de langage on
parle dans la suite du conjugué d’un objet ¢ (s’il existe), noté ¢, et on note j. ’antiisomorphisme
entre H. et H; qui établit la conjugaison.

Proposition 13 Soit (C,{H.},-) une catégorie monoidale concréte. Soit ¢ un objet irréductible de
(C,{H_.}). Sid € Obj(C) est équivalent, ou conjugué, a c, alors d est irréductible. Pour ¢,d € Ciyy on
a : Home(c,d) = 0.9 C1d. et Home(1,de) = 6cq Ct;,. Enfin, si la catégorie concréte est compléte,
Cirr l'engendre.

Cette proposition permet en particulier de supposer que Cj,, est stable par conjugaison.

2) Dualité

Soit (C,{H.},-) une catégorie monoidale concréte compléte. On se propose maintenant de
construire un groupe quantique compact matriciel G tel que C = Repy(G). L’idée pour ce faire
est de s’inspirer du théoréme 3 qui donne une base privilégiée de la C*-algébre sous-jacente a G,
indexée par les représentations irréductibles « et des bases des L(H,)*.

On pose donc A = @@ L(H,)* ot « parcourt Ci;; et on note yu® 1’élément correspondant a A €
L(H,)* : un élément générique de A s’écrit Y »,u®. Le plongement A —— u® est linéaire
donc il existe u® € L(H,)®A tel que VA € L(H,)* »u® = A®Id(u®). On pose 1 = ,,u' ou
)\0:(1'—>1)€C*

On introduit alors les «représentations quelconques» en utilisant les morphismes de la catégorie
comme morphismes d’entrelacement : il existe une unique extension {u‘}.conjc)y de {u®}ace,.
telle que pour tous ¢,d € Obj(C) et tout s € Home(c,d), (s®@1)u¢ = ud(s®1) (oit on pose pour
tout a € A : la =al = a).

// Unicité : si d est somme directe de c et ¢/, alors Hy = H, ® H. et les injections
canoniques ¢ : H, — Hy et i’ : Ho — Hy sont des morphismes de C. Par hypotheése i
entrelace donc u¢ et u? (resp. 7', u¢ , u?). Cela implique, d’aprés la proposition 7, u? =
u¢ @ u . De méme si d est un sous-objet de ¢, u est la restriction de ¢ au méme sous-
espace de H,, et si ¢’ est s-équivalent a ¢, u¢ = (s@Id)u¢(s®Id)~!. Cela montre que si
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{u°} et {u'°} sont deux extensions convenables de {u*},¢c,,,, alors 'ensemble d’objets
{c € Obj(C) / u®=u'°} est stable par somme directe, restriction, équivalence et
conjugaison. Comme il contient par définition Ci,,, ¢’est Obj(C) en entier, grace a la
complétude de (C,{H,.}) et a la proposition 13.

Existence : de méme on définit les u® par somme directe, restriction, conjugaison et
équivalence a partir des u®. Plus précisément, soit ¢ un objet de C, il existe d’aprés
la définition 11 des ay € Ciy et des s € Home(ay, ¢) tels que Y spsf = Id.. On
pose u® = > (sp,@1)u* (sr®1). Alors il est facile de vérifier comme plus plus haut
que {c¢ € Obj(C) / Vaelyy VYseHome(a,c) (s®Id)u® = u®(s®Id)} est stable par
somme directe, restriction et équivalence. Il contient les 8 € Ci,, car s € Home(av, 8),
avec « € Cyy, est multiple de 'identité si & = 8 et nul sinon. Donc c¢’est Obj(C) en
entier, ce qui signifie que {c € Obj(C) / VdeObj(C) VseHome(c,d) (s@Id)u® =
u?(s®1d)} contient Ci,, et & nouveau on en déduit que c’est tout Obj(C). //

On introduit ensuite une multiplication sur A par yu® uuﬁ = /\®Huo‘5 et on a alors u™® = u"Du®
pour 7, s € Obj(C). Cela assure en particulier associativité de la multiplication, et le fait que 1 en
soit I'unité.
On a pour A € L(H,)* et u € L(Hg)* quelconques, par définition de @ : A\@uxId
(u*@u’) = (A2Id(u®)) (u@Id(u?)) = ru® uf = yg,u*’ dou le résultat pour
des objets de Ci,r. On I'étend & Obj(C) par somme directe, restriction et équivalence
comme dans la démonstration précédente. //

L’involution de A est définie par yu®* = y.u® o on a posé Me(m) = A(ja 'mjs). Elle est
antimultiplicative et rend les u° unitaires.

// La définition de & passe aux u® en (u®*@u®)(t;, ®1) = (t;,®1) et (¢;, ®1)(u*Qu®) =
t;.,®1. Comme d’autre part, pour tout objet « irréductible u® = (u®)79>®* c’est-
a-dire 4% = u®* avec les notations de la proposition 7, la remarque suivant cette
derniére assure de 'unitarité de u®. On passe aux objets quelconques par la technique
habituelle.

Pour Pantimultiplicativité on utilise 'unitarité et Iidentité v = u¢@u? :

(u*?)* = (u*Pu)~! = Teld(u™* Qu’*)
d’o1, si on note A*(m) = A(m*), de telle sorte que (A*®Id)(u™) = (A®Id(u®))* :
Noueld(u*)])* = p*@N @Id(u’* Qu™),

cest-a-dire (u® ,uf)* = uf* \u*. //

On introduit enfin la mesure de Haar en posant h(1) =1 et h(Hu®*) =0 pour aw # 1 et A € L(H,)
quelconque. Cela définit une forme positive et fidéle sur A.

/ Commengons par a = yu®. On a h(aa*) = A@N@h(u*®). La décomposition irré-
ductible de a@ induit une décomposition Y (sp®@1)u* (s;®1) de u** dans laquelle
seuls les termes tels que o, = 1 n’annulent pas h. Dans ce cas les s, sont multiples de
tj. (d’aprés la proposition 13), donc on a Id®Id®@h(u*®) = ct; t5 avec ¢ € C. Pour
déterminer ¢ on remarque que les sjt; € Home(1,as) sont nuls pour ap # 1 donc
dans l'expression t;, = > sgsjt;, ne subsistent que les termes tels que aj = 1, qui

donnent ct;, t% t;, . Ainsi ¢ = (¢} t;,)~" > 0. On peut alors calculer :

o [ et Tr (jaXaAbis)
h(aa*) = \@Ne | Leda ) — aCadal 24
(aa”) <t§atja Tr (o) 29

ol Ay € L(H,) est défini par A\, = Tr(j\a -). En effet on a, par exemple pour le
dénominateur : ¢ t;, (1) = t,-1(3_ €;®ja (1)) = 3- (Jaled)]jaled)) = Tr (jajs)- 1L est
clair sur (24) que h(aa*) > 0.

Pour a = Y » u® élément quelconque non nul de A, on écrit de méme h(aa*) =
S As@Me@h(uPY), et on remarque que pour « # 3 il n’y a pas de terme équivalent
a 1 dans la décomposition irréductible de S& (d’apres la proposition 13), et que donc
Id®h annule w%. Ainsi h(aa*) = > h(x, u® A, u®*) > 0 grace a ce qui précéde. //
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En particulier la C*-algébre enveloppante A de A contient A.

On suppose désormais que (C,{H.},-) est engendrée par une paire d’objets conjugués {f, f}
et on pose u = uf € L(H;)®A. (A,u) posséde la propriété universelle suivante : soit (B,v) une
C*-algebre munie d'un élément v € L(Hy)®A, sl existe {v°}ccobjc) (avec v¢ € L(H.)®@B) tel
que pour tous ¢,d € Obj(C) :

o vl =,
e v¢ est unitaire,
o v = ye@ul,
o VscHome(c,d) (s@1)v¢ = vd(s®1),
alors il existe un morphisme de C*-algébres ¥ : A — B tel que Id®¥(u) = v. (Remarquons que ce

qui précéde montre que (A, u) est un couple (B, v) convenable.)
On pose ¥( u*) = ,v*. On vérifie de maniére standard (en considérant ’ensemble
{c € Obj(C) / Id®¥(u°®) = v°}) que pour tout objet ¢ on a Id®V¥(u®) = v°. Cela
implique en particulier que ¥ est multiplicative :
U(u ) = Aope¥(u™) = A@uaId(v*?)
= \@uld(v®* @v?) = v 0P = T(u®)V(,u?).
De méme W est unifére (¥(1) = ¥(ul) = v! = 1), et Id®¥ envoie u = u/ sur
v = v/. Enfin la derniére hypothése sur {v°} entraine, comme plus haut grace a

la proposition 7, v = (v°)7<®* et on voit alors que ¥ est involutive : U( \u®*) =
Ne@W(u®) = Me@Id(v®) = AQId(v®)* = U(\u®)*. //

Cela s’applique en particulier & B = A®A, v = uQu, v¢ = u°Que (vérifications immeédiates, grace
notamment & la distributivité de @ sur @), et on obtient un morphisme de C*-algébres ® : A —
A®A tel que Id@®(u) = u@u. Si on pose de plus k( u®*) = x(u®*) on obtient une structure
explicite de groupe quantique compact matriciel pour G = (4, u).

// On vérifie comme d’habitude qu’on a en fait Id®r(u®) = u® = u°~! pour tout objet
¢ non nécessairement irréductible, ce qui donne en particulier (3). D’autre part on a
aussi (2) grace a :

K(u™) = K(piau®) = xia (U™) = (a=u)" = Njasiau®,
dott k(KL u*)*) = \u® (en effet No*jada*ia — )),
Enfin x est antimultiplicative :
k(u® ) = \euek(u?) = /\®,u®ld(u°‘ﬁ_l)
(A@ueld) o (201d) (v @ue)

= (W77 AT = k()R ().

Il reste a vérifier que 'algébre involutive 4y engendrée par les éléments de matrice de
u est dense dans A. L’ensemble {c € Obj(C) / u® € L(H.)®Ay} contient f par défi-
nition de Ap. Il est stable par somme directe, restriction et équivalence (cf. premiére
démonstration de ce paragraphe). Il est stable par multiplication grace a 1’égalité
ud = u@u et a la stabilité de Rep,(G) sous le produit tensoriel. Il est stable par
conjugaison grace a I'égalité u® = (u¢)72®* ~ u4°. Donc c’est Obj(C) et on a en par-
ticulier \u® € L(H,)®Ap pour tout o € Ciyy et tout A € L(H,)*. Cela signifie que
A C Ay, et donc Ag est dense dans A. //

Enfin la catégorie monoidale concréte Repy(G) est égale a la catégorie ({u°}, {H.}, D) (dont les
morphismes sont les morphismes de C).

/ Les objets sont les mémes : pour ¢ € Obj(C) on a ®(u¢) = u*@Qu par définition de P
donc u€ est une représentation (unitaire) de G, et ainsi appartient a Repy(G) (corol-
laire 2.1). L’inverse est vrai car {u, @} engendre par définition Repy(G) et (C,{H.})
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est compléte.

Par définition des u¢ on a Home (¢, d) C Morg (u¢, u). On montre I'inclusion inverse de
la méme maniére que l’existence dans la premiére démonstration, le fait central étant
que pour « et 3 irréductibles, u® et u® sont irréductibles en tant que représentations
(proposition 7) donc que Morg (u®, u?) = 4,43 C1d = Home(«, B) (proposition 13). On
passe a des objets quelconques en considérant {c € Obj(C) / Va€Ciyy Morg(u®,c) C
Home (o, ¢)} puis {¢c € Obj(C) / YdeObj(C) Morg(c,d) C Home(c,d)}. //

3) Construction de groupes quantiques

Le paragraphe précédent nous permet de construire des groupes quantiques compacts matri-
ciels & partir de catégories monoidales concrétes complétes. Le lemme suivant est utile pour la
construction de ces derniéres.

Lemme 4.1 Soit (C,{H.},-) une catégorie monoidale concrete. Il existe une catégorie monoidale
concrete complete (C,{H.},") telle que :

e Obj(C) C Obj(C), et pour tous c,d € Obj(C) :
L4 I;[c = Hc:

e Home(c,d) = Homg(c,d),

® rs=r's.
De plus tout ensemble d’objets engendrant (C,{H,},") engendre (C,{H,},").

/ On définit d’abord une catégorie C. Les objets de C sont les couples (H, (cx, sk)ren)
avec H espace de Hilbert de dimension finie, A ensemble fini, les ¢ des objets de C et
les s, des applications de L(H., , H) telles que sjs; € Home (¢, i) et Y sisy = Idg.
Les morphismes entre ¢ = (H, (cg, sx)a) et d = (K, (dy, t;)r) sont les éléments r de
L(H,K) tels que tfrs; € Home(ck,d;) pour tous k € A, [ € T'. Avec les mémes
notations, le produit est éd = (H®K, (crdi, sx®t) axr). Enfin 'espace associé a ¢ est
H. Puis on quotiente C en C par ¢ ~ d < (H = K et Idy € Homy (¢, d)), toujours
avec les mémes notations. Homg (¢, d)7 H; et & ne dépendent que des classes de ¢
et d, ils définissent donc Homys (¢, CZ), H; et éd pour ¢é,d € Obj (é) C est de maniére
évidente une catégorie monoidale concréte.

C vérifie la propriété suivante. Pour tout (H, (éx, %) a) avec H espace de Hilbert
de dimension finie, A ensemble fini, ¢, des objets de C, et §, des applications de
L(H,,, H) telles que 838, € Homc(cl,ck) et 3 5x57 = Idy, il existe d € Obj(C) tel
que ﬁd = H et pour tout k € A : 5, € Homy(¢x,d). Cela implique facilement que ¢
est compléte : pour la s-équivalence, considérer (H', (¢, s)), pour U'inclusion, considérer
(pH, (c,p)), et pour la somme directe, considérer (H & H', ((¢,%can), (¢ ,zcan)))

Pour ¢ € Obj(C) on pose ¢ = (H,, (¢,Idg,)) et on appelle ¢ la classe de ¢. Cela définit
une injection de Obj(C) dans Obj(C) qui permet d’identifier C & une sous-catégorie
monoidale concréte de C (ce sont les quatre premiéres assertion de I’énoncé) — les
vérifications sont immédiates. Les objets de C s’obtiennent a partir de ceux de C
par équivalence, inclusion et somme directe (ce qui assure la derniére assertion de
I’énoncé), grace a la définition de C et a la forme des objets engendrés par une partie
de ODbj(C) donnée dans la définition 11. //

En utilisant une construction de catégories monoidales concrétes analogue & celle des monoides
libres on obtient maintenant :

Théoréme 4 Soit E = (E;, ._iy) € (CM)®N (1<iy, ...,in <N). Notons E_, = (B, _in_1.k)
€ (CMY®N=L pour k € [1,N], et de méme Ex— = (Ey,, .. iy)- Si les familles (E_y,) et (Egx_) sont
libres, alors la C*-algébre unifére A engendrée par N2 générateurs {xu} et les relations

vi,m Z RU el = Z mkW U = Oy 1 (25)
leklu ik By ke = B an L (26)

munie de u = (gu)i € My(A), est un groupe quantique compact matriciel.
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// Remarquons que (25) traduit 'unitarité de u, et est donc toujours vérifiée & un choix
de structure hermitienne prés pour un groupe quantique, tandis que (26) s’écrit aussi
uPN(E®1) = (E®1)1, si on identifie £ & un élément de L(C, H;‘?N) (avec Hy = CN),
Il est donc raisonnable d’espérer reconstruire A a partir d’une catégorie monoidale
concréte compléte (C, {H.},-) engendrée par une paire d’objets conjugués {f, f}, telle
que E € Home (1, fV). Plus précisément on considére la catégorie monoidale concréte
«libre» & un générateur f définie comme suit :

les objets sont 1 et les f™ (n € N*),
4 Hl = (Ca Hf = CN? Hf" = H%n7
fkfl _ fk-‘rl

e les morphismes sont les combinaisons linéaires de monomes,

ol on appelle monéme un produit d’applications du type Id s+ @ E®Id i ou du type
[dp@E*®Id . On vérifie aisément les axiomes, et on appelle (C,{H.},-) la catégo-
rie monoidale concréte compléte associée par le lemme 4.1. Il reste & montrer que f
admet un conjugué.

En fait il est contenu dans f¥=! : soit H le sous-espace de H;n-1 engendré par la fa-
mille libre (£}, ), p la projection orthogonale Hyn-1 +— H et i I'injection H +— Hyn-1.
1l existe un objet f tel que p € Home(fN™1, f) : en effet la C*-algébre Home (fNV 71,
fN71) contient ¢ = (E*@Idyv-1)(Id yx-1 ®F) dont 'image est H (grace a I'hypothese
sur F et a l'expression ¢(¢) = > (F_x|¢) Ex—), donc aussi la projection orthogonale de
L(H}V_l) sur H, et I'assertion s’ensuit par complétude de (C, {H.}). Soit j : Hf — H
Pantiisomorphisme qui & e associe Ex_. On a t; = Y ex®E;_ = (Id;®p)o E €

Home(1, ff) et de méme, introduisant ¢’ € L(Hy~v-1) telle que q¢' = p‘HfN*1 :

tj(Ccel") = (j_l(C)K’) = (j_lpqq’i(C)K’) , et par def. de ¢ puis j :
5(Ce¢) =Y (7 p(E)IC) (B-klg'i(Q)) = D (exl¢) (E_i|q'i())
=) (E_w@eld'i(Q)e() = (Eldi()e(),

d’ot t; = E* o (¢i®ld;) € Home(ff,1) et f est bien conjugué a f.

Le paragraphe précédent nous donne alors un groupe quantique compact matriciel
(A, u) dont les morphismes d’entrelacement sont les morphismes de C. Cela implique,
comme on l'a déja remarqué, que A vérifie (25) et (26), et est engendrée par les
k. De plus si une autre C*-algébre B munie d’une matrice unitaire v € My (B)
vérifie ces trois assertions, un résultat du paragraphe précédent assure qu’il existe un
morphisme surjectif de C*-algébre ¥ : A — B tel que Id®¥(u) = v (on construit la
famille {v°} par produit tensoriel, somme directe, restriction et équivalence a partir
de v, la condition (26) sur B assurant que les morphismes de C entrelacent les v°).
Autrement dit A est la C*-algébre unifére engendrée par les N? générateurs {yu} et
les relations (25) et (26), c’est-a-dire celle de 1’énoncé. //

Il n’est pas évident que les groupes quantiques compacts matriciels ainsi obtenus ne soit pas
triviaux (ie que A ne soit pas nulle). Cependant si on prend Ey, . kv = (i — k;) (ou la si-
gnature d’une application non bijective est définie comme nulle), alors (26) s’écrit simplement
V7e[l, NJINT det(u™) = (7)1 ot 7 agit sur My (A) par «permutation» des lignes. Cela équi-
vaut bien sr a det(u) = 1, et A est l'algébre des fonctions sur SU(N) (on verra en effet au
corollaire 5.2 que A est dans ce cas commutative). Inspirons-nous de ce cas classique :

Définition 13 Soit E, I’élément de (CV)®N défini par

B (=) =k 5 (i k;) est une permutation,
0 sinon.

E, vérifie les hypothéses du théoréme 4, on appelle SU,(N) le groupe quantique compact associé
(groupe spécial unitaire déformé).

La non-trivialité de SU, (IN) provient essentiellement du fait qu’on n’a pas «trop» de morphismes
dans la catégorie monoidale concréte compléte associée, ie qu’on n’en obtient pas d’autre (par
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formation des monomes) que ceux qui sont explicites dans la définition. Les deux résultats qui
suivent établissent ce fait dans le cas de Home (1, fV) et Home(f, f). Le cas de Home (f™, f™) pour
n > 1 nécessitera l'introduction de la volte.

Proposition 14 Soit u la représentation fondamentale de SU,(N). On a Mor(1,u®) = CE,,.

le coefficient de Idfm @ E, @Idsn :

_ kl,...,k) N _
Cc= )\kif “"képp+l)N = 621,”_,%?4—1)]\] o (Idfm(@E‘V@)Id}m)(6k17 ---prN)'
Si ¢ est non nul, (k;, x 1, -, k), Ny ) définit une permutation o de [1, N], par défi-

nition de E,. Soit p < ¢ dans [1, N]. Quand on échange les p et les ¢ figurant dans
(k;), et dans (k!), c est multiplié par (—v)~! si 071 (p) > 071(q) (paire inversée), par
—v sinon (paire normale) : c’est évident sur la définition de E,. De méme, soit

Ky, ok
— yroM(p+H )Nk *
c= N, = €hy, ey © dpm @E;®Id pn ) (e, 1

cokpN DM+ N

).

Si ¢ est non nul, (k, 1, -, k), ny ) définit une permutation o de [1, N], par défi-
nition de E,. Soit p < ¢ dans [1, N]. Quand on échange les p et les ¢ figurant dans
(k;), et dans (k!), ¢ est multiplié par (—v)~! si o71(p) > 07 1(q) (paire inversée) et
par —v sinon (paire normale).

Soit maintenant s € Home(1, V) un monéme. C’est un produit de r applications des
deux types qu'on vient d’étudier. La composante Ay, .k, suivant ey, . . de s(1)
est une somme de produits de coefficients ¢ :

Abyoin = D HAE:;) (27)

(K))i)1<j<r J=1

ott (k?) est de longueur nulle et (k) = (k;). Pour qu'un des termes de la somme soit
non nul, il est nécessaire que le nombre d’occurrences de ¢ € [1, N] dans (kf )i ne
dépende pas de ¢ : la démonstration, par récurrence sur j, en est immédiate grace a
ce qui précéde. En particulier si Ak, ., est non nul, alors chaque élément de [1, V]
apparait exactement une fois dans (k;);, qui définit donc une permutation o de [1, NJ.
Comme plus haut, prenons p < g dans [1, N] tels que o~ !(p) > o7 !(g). Si on échange
p et g dans (k;);, on fait bien stir se correspondre un a un les termes des deux sommes
(27) en échangeant aussi tous les p et ¢ dans les (k7);. De plus o= (p) > o7 1(q)
implique qu’on se trouve alors une fois de plus dans un cas avec paire inversée que
dans un cas avec paire normale. Ainsi Ay, x, est multiplié par (—v)~!.

En appliquant cela, par récurrence sur I(o), & chaque inversion de o, on obtient
Aey, by = (—V)I(”)AL”_JV = EZI,...,kNAL---,N' Ainsi s € CFE, et comme les mo-
némes engendrent par définition Home (1, fV), c’est le résultat voulu. //

On en déduit un lemme pour le théoréme 5 du paragraphe 5).
Lemme 5.1 La représentation fondamentale de SU,(N) est irréductible.

// Soit s € Home(f, f). On a (s®Idyn-1) o E, € Home(1, fV) donc il existe ¢ € C tel
que (s®ldgn-1) 0 B, = ¢ E, . Soit alors ¢ € Hy, (E}_) étant libre il existe ¢ € Hiy_s
telle que ¢ = (Id;®¢) o E,(1). On a donc

5(¢) = (Idy®¢) o (s®Idgn-1) 0 E,(1) = c(Idy®¢) 0 E, (1) = c(,

donc s = cldy. Cela entraine 'irréductibilité par la proposition 7. //

4) Déformation de la volte

On introduit et étudie maintenant un analogue non commutatif de Papplication ¥ : (®(' —
¢'®( qui entrelace les produits tensoriels de représentations des groupes compacts «classiquesy (cf.
la proposition 10). Il a & la fois un intérét mathématique et physique (cf. la REMARQUE suivant le
corollaire 5.2).
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Définition 14 Soit N € N*, v € [0,1]. On définit la v-signature de o € [1, NJIVNT par

@) g ;
e(0) = { (—v) si o est un permutation, (28)

0 Sinon.

On définit la v-factorielle de N par F,(N) = Y ¢,(0)? (o parcourt GN) Soit H = CN et
E, € L(C, H) défini dans la base canonique par E,(1) = Y €,(0)eq)® - ®eq(n). On définit la
v-volte sur HQH par :

L—2(N-2)

%, =Idger — ———
v = ldpes FL,(N72)(

IdH®2 ®E:j> o (EV®IdH®2 )

La proposition qui suit montre que X, est bien une déformation de la volte classique X.
Proposition 15 Soit (ex) la base canonique de H = CY. On a pour tous i,j € [1,N] :

v(e®ey) pour k < 1,
Y (er®e) =1 eRey pour k =1, (29)
vie®ey) + (1 — v?)(er®e)  pour k > 1.

On a de plus les relations

=%, ¥2=(01-HT,+ 1 1dyee, (

(E,@ldy) o (Idg®%,) o (2,81dy) = (Idg®X,) o (2,®1dg) o (Idg®X,), (

(Idger @, @Idgev-k-2) 0 B, = —V?E,, et (32

Er o (Idyer®Y,®Id gev—i-2) = —V2E:  pour k € [0, N — 2] (
(symétrie, défaut d’involutivité, équation des tresses, équations de simplification).

/ On calcule 0 = (Idge:®F)) o (E,®Idge:)(ep®e;) :

Nk = (ldge@E") {Z £,(0) (eo()® -+ ®eg(n)Ber®er)
- Z E,,(O')€V(T) (ed(l)®ea(2)) (50(3),7(1) T 5U(N),T(N—2) 6k,‘r(N—1) 5Z,T(N)) (34)

= lev(opmt) £u(Tom) (ex®er) + v (opik) €0 (o) (1®er)],

ol les deux premiéres sommes courrent sur Sy et la derniére, sur les applications
bijectives p : [1, N—2] — [1, N]\{k,}, avec la notation :

Upkl:(ll—>/€,2»—>l,i+2»—>p(i)) et
okt = (i p(i), N = 1 o, N s 1),

En effet les termes non nuls de la somme (34) sont ceux pour lesquels 7(i) = o (i +2),
7(N—=1) =k et 7(IN) =, ce qui n’est possible que si (¢(1),0(2)) vaut (k,[) ou (I, k).
Or on vérifie facilement que :

7 _JIp)+(k-1)+(1-2) sik <,
(Upkl)— I(p)—i—(k )+(l_1)+1 si k>,
, I+ (N—R)+(N—1—1)+1  sik>I,
(Tokt) = 1(0) + (N = b — 1) + (N = 1) si k< 1.

Il vient alors immédiatement :

(ex®e;) — v(e®eg) sik <l
e = F,(N — 2202 ¢ g sik=1,
Vi (er®e) — v(e®@er) sik >,

ce qui donne le résultat recherché pour X, (ex®e;). Les autres identités de ’énoncé se

vérifient alors simplement par calcul dans une base (et en utilisant la définition de E
pour les deux derniéres). //
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Notons Zg 7 l'application de L(H®™) agissant sur les espaces i et j du produit tensoriel par
Y, et sur les autres par l'identité. Puis posons pour une permutation quelconque o € &,,, dont
une décomposition minimale en transposition est 0 = 11 7 + X9 = ¥t o ... o X7k, Gréce
a léquation des tresses (31) cela ne dépend pas de la décomposition minimale choisie. On voit
d’autre part grace a (30) que Sp(%,) = {1, —v?}.

Définition 15 Soit H = CV. ¢ € H®? est dit v-symétrique (Tesp. v-antisymétrique) s’il
est valeur propre de ¥, pour la valeur propre 1 (resp. —v?). ( € H®" est dit complétement
v-antisymétrique si on a Vk € [0,N — 2] Idger®3,@Idgev—i-2 () = —v2¢. On note
H" C H®" le sous-espace des vecteurs complétement v-antisymétriques. On appelle enfin v-
antisymétriseur l'élement A, = > e1(0)X9 de L(H®").

La proposition qui suit justifie le terme «antisymétriseurs .

Proposition 16 Soit P, € L(H®") la projection orthogonale sur H"*. On a A, = F,(n)P,. En
particulier Ay = E, E.

/ Soit 7 = (i j) une transposition. On a (dans le premier cas les décompositions mini-
males en transpositions se recollent — dans le deuxiéme on doit utiliser (30)) :

oo 7o si o inverse (4,7),
X = { (I — 12)59 + 12577 sinon. ) (35)
En particulier on obtient X737 — 7377 = 12(X79 — 39) dans les deux cas. Or on a
Ap =13 (e1(0)8g + e1(10)207) = 5 Y e1(0) (g — £77). Done B4, = —12 A, ce
qui montre que I'image de A,, est incluse dans H"".

Soit alors ¢ € H\", par définition on a Y7 (¢) = —v2¢ pour tout transposition
7 € &,. On voit ainsi, par une récurrence sur le nombre d’inversions de o € &,,, que
¥7(¢) = (—v?)!(9)¢. En sommant sur &,, aprés avoir multiplié par €, (o) = (—1)%()
on reconnait A, (¢) = F,(n)¢. Ainsi A,, coincide sur H"" avec F,(n)Idgen. Comme
c’est une application autoadjointe d’image dans H"", c’est F,(n)P,.

Quand n = N on obtient indépendamment E, E* = F,(N)Py. E,(1) est bien str un
vecteur complétement antisymétrique, et c’est le seul & une constante prés : quand
n = N, ¢ est déterminé par ¢; _ n. Donc Im(E,E?%) = CE(1) = H"N. Or E,E}
est autoadjoint et E,E}(E, (1)) = (EfE,(1))E,(1) = F,(N)E,(1), le méme raison-
nement que précédemment donne donc le résultat.

On en déduit un lemme pour le théoréme 5 du paragraphe suivant.

Lemme 5.2 Soit u la représentation fondamentale de SU,(N) (d’espace H) et n € N\{0,1}. Soit
s € Mor(u®™, u®™) un opérateur autoadjoint. Si on a (Idyer ®%,®@Idyer) o s = —v2s pour tous k,
[ tels que k+1=mn—2, alors s est un multiple de A,,.

// On procéde comme pour le lemme 5.1 : d’aprés la premiére hypothése, (s®Id ge(v-n))
o E, € Mor(1,u®V) donc (s®Idye-n ) o E, = ¢ E, (proposition 14). Mettant alors
¢ € H"" sous la forme Idgen®¢ (E, (1)) avec ¢ € H®N=")* (par antisymétrie), on
a: s(¢) = (Idgen®yp) o (s®Idgev-—n)) 0 Ey(1) = ¢ (Idgen®¢) 0 E,(1) = ¢(. Ainsi s
coincide avec Idgen sur H*". Comme d’autre part Im(s) C H*" (deuxiéme hypo-
thése) et s est autoadjoint, cela implique que s = ¢P,. La proposition 16 donne alors
immédiatement le résultat. //

5) Représentations de SU,(N)

On introduit, pour une lecture plus facile de la démonstration du théoréme 5, la notation qui
suit. Un diagramme représente une application linéaire de H®P dans H®?, ol p est le nombre de
ligne entrante (en haut) et ¢ celui des lignes sortantes. On part des diagrammes de base suivants

(on n’a pas de diagramme pour représenter ¥ 1) :

EV:A Es = id=

La composée de deux applications est représentée en mettant les diagrammes correspondants I’'un
au-dessus de 'autre, et le produit tensoriel, en les mettant cote-a-cdte. On appelle vertex un point

7



ou se rejoignent des lignes, comme dans les diagrammes de E, et EX. Les équations (30)—(33)
du défaut d’involutivité, des tresses, et de simplification s’écrivent par exemple avec la notation
diagrammatique :

Théoréme 5 Soit u la représentation fondamentale de SU,(N) et H = CN son espace, n €
N\{0,1}. Alors Mor(u®™,u®") est engendré par les Id gor @%,@ldyer avec k +1=mn — 2.

// Commengons par un lemme dont I’énoncé et la démonstration tiennent dans la ligne
suivante, ou les rectangles contenant le symbole o représentent 'application %7, et
ol ~ signifie «est proportionnel a» :

9 e
RO e

Algébriquement ce résultat s’écrit X7 o (E,®Idy) ~ Idg®FE,, ou v € Gy est la
permutation circulaire (i — i+ 1, N + 1 — 1), et la démonstration prend la forme :
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Vo (E,ldy) o (B E,®ldy) (calcul de EJE,)

FV(N) v
= Fl,(lN) Y7 o (An®Idy) o (E,®Idy) (proposition 16)
1
2 > e1(0)I] o (Ty@ldp) o (E,@Idy) (def. de Ay)
F,(N) o
() 1
= e1(0) (Idg®%?) 0o X7 o (E,®Idgy)
F,(N) UGXG:N
d 1 N
2 F,(N) (Idg®An) 0o ) o (E®Idy) (définition de Ay)
1
— ) (Idg®E,) o (Idg®E}) o X7 o (E,®Idy) (prop. 16)

© c(ldg®FE,), avecce C.

En (c) on utilise ’équation des tresses (31) avec expression v = (1 2)--- (N N+1),
et en choisissant une décomposition en transpositions minimales de ¢ ne contenant
que des transpositions de la forme (i i+ 1), avec i < N. (e) provient du fait que
(Idg®FE%) o XY o (E,®1Idpy) est un morphisme d’entrelacement entre u et lui-méme,
donc un multiple de Idy (lemme 5.1).

Un deuxiéme lemme s’exprime graphiquement comme suit :

|
I
<

Soit m,n deux entiers tels que m + n = N, notons Id,, = Idgen, etc.... Soit t =
(Ei®1d,) o (1d,,®%%) o (E,®1d,,) € L(H®"), ou p € &y, est définie par p(i) =i+n
sii € [1,n], p(i) = i — n sinon. Le lemme affirme alors que ¢ vérifie les hypothéses du
lemme 5.2, démontrons-le algébriquement : sik+[!=n—2on a

(Idx @, 01d)) o t = (EX@1d,) o (Idy4x®%,01d)) o (Id,,®X%) o (E,®1d,,)
W (Breld,) o (1dn®%L) o (425, @1d; 1) o (B,&1d,)

O 2 (EER1d,) o (Idn@TP) o (E,@ld,) = —12%.

—~

En (a) on a utilisé comme plus haut ’équation des tresses (31) : p est une puissance
de permutation circulaire. (b) provient de I’équation de simplification (32). Le lemme
5.2 montre alors que ¢ est un multiple de A,,.

Passons maintenant & la démonstration du théoréme. s € Mor(u®", u®™) est un pro-
duit d’applications de la forme X7, Id,®FE, ®Id; ou Id,®E}®1d;, avec 2p termes du
dernier type. On procéde par récurrence sur p : si p = 0, il n’y a rien & démontrer.
Sinon, on utilise 'identité, obtenue par applications successives du premier lemme
ci-dessus, pour r € L(H®*!) quelconque :

(Idk®EU®Idl) or = CZZ o (El,®ldk+l) or = CZZ o (IdN®7“) o (El,®1d]g+l),

avec <y une certaine permutation de G4 et ¢ un complexe. Elle permet d’exprimer
s sous la forme (E®Id,) o s’ o (E,®Id,), o s est un produit d’au plus 2(p — 1)
applications du type Idx®@E, ®1d; ou Id; @ EX®1d,. Par hypothése de récurrence, s’ est
en fait une combinaison linéaire d’applications 7. Grace aux équations (30) et (31),
on peut alors écrire (~ signifie : «est combinaison linéaire de termes de la forme») :
b
s (E*@Id,) o s’ o (E,®Id,) ® 610 (Er®Id,) o (Id,®%F) o (E,®Id,) o sq,
avec m € [0,N] et n’ € N, et ot s; et so sont des X9 : c’est ce qu’expriment
les diagrammes ci-dessous. On reconnait alors 'application ¢ du deuxiéme lemme.
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AL A

pas de vertex ﬁ pas de vertex (ﬁ

VIV

Elle peut également s’exprimer comme combinaison linéaire d’applications X7, par
définition de A,,, ce qui achéve la démonstration. //

pas de vertex

Ainsi Mor(u®",u®") est I'image d’une représentation de l'algebre (unifére) de Hecke M,z ,,
engendrée par n générateurs gi, . . ., gn—1 et les relations g2 = (1—v2)g; +v21, ¢;gi+19i = Git19iGit1
et g;9; = g;9; (pour tous ¢, j tels que |i — j| > 2). On s’est ramené d’une déformation «quantique»
de SU(N) (ie une déformation non commutative de lalgébre des fonctions sur SU(N)) a une
déformation «classique» de &,, (ie une déformation de l'algébre de groupe de &,, — qui est déja
non commutative dans le cas v = 1). On utilise, pour déduire du théoréme 5 le corollaire 5.1 de
classification des représentations de SU, (N), les résultats suivants (cf. [47, 23]) de la théorie des
représentations des algébres de Hecke.

Soit ), I’ensemble des tableaux de Young & n cases, et YV celui des tableaux de Young & au plus
N rangées. ‘H,2 , admet un ensemble complet de représentations irréductibles non équivalentes
(7 : H,, — K?) indexées par les tableaux d € ). De plus notant c? la plus petite projection de
H., telle que 7@ = 10 c? on a Y c? = 1y, . Enfin on a continuité vis-a-vis de v? (qu'on omettra
de noter dans la suite) des coefficients de ¢? dans une base donnée de H,,, ainsi que de 7%¢(h) pour
tout h € H,, (K¢ ne dépend pas de v?).

Corollaire 5.1 Il existe un sous-ensemble {u® / d € YN} de Rep,(SU,(N)) indexé par les ta-
bleauzr de Young a au plus N rangées, et contenant toutes les représentation irréductibles & équiva-
lence pres, tel que :

e dim v = (dim u?),_,

o ul et u? sont équivalentes ssi d et d' ne different que par des colonnes
pleines (ie & N cases),

e dans la décomposition u@u? = @mgglud”, mgfi,/ = (mgf%/),,zl.

// Soit 7 la représentation de H,, telle que m(H,,) = Mor(u®",u®"), et H son espace.
Le rappel ci-dessus sur les algeébres de Hecke nous fournit les deux résultats essentiels
suivants. D’une part on a une décomposition de Idy maximale dans Mor(u®", u®") :
équation (36). D’autre part, le rang étant continu sur ’ensemble des projections, et a
valeurs discrétes, rg m(c?) ne dépend pas de v : équation (37).

Idy = w(ch), (36)

Yn

vdeY, rgm(ch) = (rg 71'(0‘1))y:1 . (37)
On a sur 7(c?)(H) une sous-représentation de u®" et une représentation de H,,
équivalente & des copies de ¢ d’aprés le rappel. Elles commutent donc sont de la
forme u?@1 et Id®m; respectivement, dans un isomorphisme 7(c?)(H) ~ H®H,.
Par minimalité, 71 = 7¢, H; = K% et (u?, H%) est une représentation irréductible de
SU,(N). En outre on a dim u? = (rg 7(c?))/(dim K%), et (37) assure que dim u?
ne dépend pas de v. En particulier u¢ est nulle si d a plus de N rangées (c’est bien
connu dans le cas classique : cf. par exemple [44]). Les u®" engendrant la catégorie
concréte Rep, (SU, (N)), il en découle que tout représentation irréductible de SU, (V)
est équivalente & une u® avec d € YN. On a obtenu la premiére assertion.
Pour la deuxiéme, commencons par montrer que pour d # d’ dans YV N), on a
toujours u? ~ u?. 1l suffira ensuite de vérifier que u? ne change pas (3 équivalence
prés) si on ajoute une colonne pleine a d. On a la décomposition H ~ @ HCQK*®
(somme sur yN NYV»), et dans cette identification, 7 et u®™ stabilisent les H¢@K¢. Si
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ut 2w avec d # d', on peut alors définir un élément non trivial S de Mor(u®", u®")
en posant S|yeg ke = Id pour e # d, d, S|gag ke = vQp et S\Hd’®Kd’ = v*®q, avec
pE L(Kd,Kd/) et q € L(Kd/,Kd) quelconques. Il ne stabilise pas les H*® K€, donc
n’est pas dans 7(H,), ce qui contredit le théoréme 5. Le résultat annoncé est ainsi
démontré, et on peut alors définir les coefficients m3?d par u?@u? = @mad v avec
deYN NV, de YN NYy et d’ € YN N Vppn.

Soit m, 7', @ les représentations de H,,, Hp/, Hpin dont les images coincident
avec les commutants de u®", u®" et u®"*t"" respectivement. Soit H, H', H” leurs
espaces. Soit d € YN NY, et d € YN NY,. K = W(Cd)gH)Q@TF/(Cd/)(H/) porte
la représentation (u!@1)D(u? D1) ~ (dim K@K )@ mid u?" de SU,(N). Mais
K = non' (c?@c?)(H") porte aussi les représentations @ u? D1 (de SU,(N)) et
@ Idord" (de Hpyn), oil, comme plus haut, 7¢" est une somme de copies de 7%,
de dimension rg[r”(¢?") o (r@7")(c?®c? )] /dim(u?"). On a ainsi deux expressions de

la multiplicité de u?" dans K , identifions-les :

’ ’ 1" 7 dlm Kd//
dim K¢ dim K¢ m2 = rg[7"(¢?) o (n(c¢Hor' ()] —————.
i = nala () o (r( e ()] S

Cela montre (grace a (37)) que m2¢ ne dépend pas de v, ie la troisiéme assertion.
En particulier, si d’ est une colonne de N cases, la théorie classique assure que u? =1
et que pour tout d € YV, u¢@u? ~ u? ou d”’ s’obtient a partir de d par ajout d’une
colonne pleine & d. On a donc u¢ ~ u¢ | et une récurrence immédiate sur le nombre

de colonnes pleines achéve la démonstration de la deuxiéme assertion. //

REMARQUE. Ainsi la structure des représentations de SU, (NN) est la méme que celle du cas clas-
sique v = 1, décrite par exemple dans [44, th. 7.5B et C]. Il existe d’autres groupes quantiques
compacts matriciels dont les représentations ont la méme structure (en tant que catégorie monoi-
dale concrete) : dans le cas N = 2 cette structure «caractérise» en fait les groupes quantiques
compacts «universels orthogonaux» (cf. [17, 2]). Enfin Woronowicz a mené dans [46] une étude
plus détaillée du cas N = 2, ou il donne notamment une construction explicite des représentations
de SU,(2). Enoncons pour conclure un résultat qui affirme que les SU, (N) forment bien une dé-
formation non triviale du groupe classique SU(N). L’étude des propriétés de continuité de cette
déformation fait I'objet de ’appendice A.

Corollaire 5.2 Dans le cas v = 1, l'algebre sous-jacente a SU,(N) est commutative. Les groupes
SU,(N) sont non triviauz.

Dn

// Lorsque v = 1, le théoréme 5 montre que u®™ et u® commutent, ie 3 entrelace

U DuP™ et u® DuP™. Dans les décompositions u®" = @ mau?, u®" = @mu?
cela signifie que @Y entrelace @ mama (u?@u) et @ mama (u* @u?). Les représen-
tations irréductibles commutent donc, ce qui entraine la commutativité de I’algébre
du groupe quantique par la proposition 10. Les SU, (N) sont non triviaux puisqu’ils
possédent une infinité de représentations non équivalentes. //

REMARQUE. Il est agréable dans I’étude d’une théorie physique de disposer d’un groupe de symétrie
qui agit transitivement sur ’espace des phases. Par exemple exemple SO(3) x R agit transitivement
sur R3\{0} (rotations et homothéties) : coordonnées «polaires». Dans le cas de la théorie quantique
«classique» d’un systéme de n particules de spin %, on dispose de I'action de SU(2) par u®" (ou
u est la représentation fondamentale de SU(2)), héritée du cas n = 1. Elle n’est pas transitive :
Mor (u®™, u®™) est non trivial, c’est I'image d’une représentation m de dimension 2n de &,,. Par
contre SU(2) x &,, agit transitivement par u®" et 7. G,, s’interpréte comme le groupe de symétrie
de la théorie pour I’échange des particules. De maniére analogue, dans le cas «déformé» de SU, (2),
on vient de voir que Mor(u®", u®") est I'image d'une représentation m de I’algébre Hy2 p, qui
est une déformation de l'algébre de groupe de &,,. De plus on a un plongement naturel de &,
dans H,2 ,, envoyant les transpositions sur les générateurs g;, qui correspond a (o — X7) dans la
représentation 7. Cela permet de continuer & parler d’échange de particules, cependant (3X9)% # Id :
on ne revient pas a I’état initial en échangeant deux fois les deux mémes particules.
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Appendice A Le champ des SU,(N)

On étudie dans cette section la «continuité» du groupe quantique SU,(NN) par rapport a v,
en utilisant la terminologie et les résultats de [5]. On s’appuie principalement sur les résultats
de continuité de la théorie des représentations présentée en 5). Commengons par réécrire plus
précisément le début du corollaire 5.1. On omet désormais de préciser 'entier IV, et on note C°(SU,))
la C*-algébre sous-jacente & SU,, ®, son coproduit, H l'’espace de Hilbert de sa représentation
fondamentale u, € L(H)®C?(SU,). X désigne un intervalle [¢, 1] avec £ > 0.

Lemme 18.1 Il existe des espaces de Hilbert de dimension finie H?, K?, des représentations
irréductibles u? de SU, sur H?, indicés par les tableaux de Young d € YN, et un isomorphisme de
C°(X)-modules hilbertiens :

CO(X) H®n ~ CO @ Kd®Hd
deyN

tels que dans la fibre au-dessus de v de cet isomorphisme, u>" se lise comme @ Id@ud.

// On utilise les projecteurs minimaux 7(c?) associés a la représentation 7 de Hy2
sur H®" introduite en 5). Par continuité vis-a-vis de v, ces projecteurs définissent
un élément C de £(€) (ot € = C%(X)®H®") qui induit C¢ = 77( 4) dans la fibre
au-dessus de v. Soit £ = C4€, on a € = @ £ par définition des c. Par continuité
vis-a-vis de v (cf. les équations (29)), les opérateurs X7, qui engendrent 7(H,z ;)
pour tout v € X, définissent de méme pour tout o € &,, un opérateur C°(X)-linéaire
7 € L(€). Dautre part, u®" est un élément de L(£)®co(x)A, et on note ud"
I'élément Idew(u®") de L(E), pour w € L(A,C%(X)) un champ continu de formes
sur A. £% est stable sous les opérateurs %7 et u®", car c’est le cas dans chaque fibre :
cf. 5).
£ est globalement trivialisable (cf. [18, lemme 10.8.7]), soit ¢ un élément de £¢ non
nul dans chaque fibre. On pose K¢ = 7(H,z2,,) ¢, H? = {uZ"¢ / w € L(A,CO(X))},
et

0f : K'@coxyH? — &4
m(9)¢ @ ug"¢ — m(g)ug"¢.

0¢ € L£(£) est ainsi bien définie car les 7(g) commutent avec les uC™. Le corollaire
5.1 contient en particulier la surjectivité, donc l'injectivité, de ©¢ dans chaque fibre.
Par conséquent, ©¢ est une bijection (tous les modules hilbertiens considérés sont
trivialisables et de dimension finie). De plus K¢ et H? sont respectivement stables
sous les 7(g) et ul™, et il est clair, toujours grace a la commutation des 7(g) avec les

on que ©¢ o (7(g)®1d) 0 ©2 " coincide sur £¢ avec 7(g), et OF o (Id®uy™) o et

avec u%".

Il ne reste plus qu’a considérer le produit tensoriel ©9 de deux C°(X)-isomorphismes
trivialisant K¢ et H? en CO(X)®@K< et CO(X)@H? : alors © = P @d =& @d @‘rl
est I'isomorphisme recherché. On pose en particulier u¢ = Q4 uﬁ.’; o d , et u est alors
une représentation irréductible de SU,, d’aprés le corollaire 5.1 (minimalité de cl, . //

Soit A la C*-algébre unifére engendrée par des éléments ;;u (1 < 4,5 < N) et f € Z(A) de
spectre X, avec les relations :

vi,m Zklu* kmU = kau U = Oyl (38)
Zlﬂﬂu Nk Eljctl,...,kN :El{,...,lNl’ (39)
- | (=H)IE=F) i (i k;) est une permutation,
o By ok = { 0 sinon.

Munie du morphisme h +— h(f) de C°(X) dans A (calcul fonctionnel), A est une C°(X)-algébre
stellaire. On identifie C°(X) a son image dans A, on note C9(X) son idéal fermé des fonctions nulles
en v, A, la C*-algébre A/CY(X)A, et a, 'image de a dans A,. Alors A s’injecte canoniquement
dans @ A, : cf. [5, prop. 2.8]. La proposition suivante montre que A est l'objet approprié pour
décrire le «champ des SU,», et que le «champ des coproduits ®,» est continu.
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Proposition 17 Soit T' : A — A®co(x)A le morphisme de C*-algebres défini par 1d®I'(u) =
uQu, Id®T'(f) = f®1. Munie du morphisme de C*-algébres induit T, : A, — A,®A,, A, est une
C*-algebre de Hopf isomorphe a (C°(SU,),®,). I' est appelé champ continu de coproduits sur
A.

// On note avec un tilde les générateurs de la C*-algébre C°(SU,) introduite par la
définition 13 et le théoréme 4, et avec un indice v I'image dans A, des générateurs
de A. On va montrer qu’on peut définir un isomorphisme de C*-algébres ¥, : A, —
CY(SU,) par les égalités W, (;;u,) = 4 et ¥, (f) = v. A et C°(SU,) étant des C*-
algebres enveloppantes, le morphisme d’algébres involutives ¥ défini par ¥(f) = v,
U(,ju) = ;;u, compatible avec les relations définissant A et SU,, se prolonge en
un morphisme de C*-algébres de A dans C°(SU,), qui se factorise a travers A, :
si h € CYX) vérifie h(v) = 0, alors ¥(ha) = ¥(h(f))¥(a) = h(¥(f))¥(a) = 0
(compatibilité du calcul fonctionnel avec les morphismes de C*-algébres). Soit ¥,
le morphisme de C*-algébres de A, dans C°(SU,) ainsi défini, il vérifie les égalités
voulues et est surjectif car C(SU, ) est engendrée par les i5U. Mais les ;5u,, engendrent
aussi pour leur part la C*-algébre A,, et vérifient les relations définissant C°(SU,,)
(par passage au quotient dans celles définissant A). Par définition de C°(SU, ) (comme
C*-algeébre enveloppante), il vient donc [|a]| < ||¥,(a)|| pour tout a dans A,, ce qui
entraine ’injectivité.

Intéressons-nous maintenant aux structures d’algébres de Hopf : les formules Id®I'(u)
= u@u et I'(f) = f®l1 = 1®f définissent bien un morphisme de C°(X)-algébres
stellaires de A dans A®co(x)A car u@u et f®1 vérifient les relations (38) et (39)
dans A®co(x)A. @, est défini par la méme formule dans C°(SU, ) (sans f). Donc ¥,
est un morphisme de C'*-algébres de Hopf car c’est un morphisme de C*-algébres et

U, (u,) = . //

On souhaite maintenant démontrer la continuité du «champ des SU, (N)», c’est-a-dire le fait que
A soit un champ continu de C*-algébres. Des définitions équivalentes de cette notion sont
données dans [5, th. 3.3] : continuité de v +— ||a,|| pour tout a, existence d’'un champ continu
d’états fidéles, existence d’un champ continu de représentations fidéles. Tout champ continu de
C*-algébres s’identifie ainsi & un sous-fibré d’un fibré vectoriel trivial X x K. On va établir la
deuxiéme propriété pour A, a 'aide du champ des mesures de Haar des SU,,.

Proposition 18 Il existe un unique opérateur positif C°(X)-linéaire h : A — C°(X), appelé
champ continu de mesures de Haar, tel que h, € A} s’identifie pour tout v € X & la mesure
de Haar de SU,,.

// On considére dans cette démonstration des tableaux de Young d € YV sans colonne

pleine (y compris le tableau vide). Soit (e?) une base de H? (avec les notations du
lemme 18.1), f¢ un vecteur de K¢ de norme 1, et n le nombre de cases de d. Notons
;e le coefficient de u®" relativement a 0! (f?®e?) et @gl(fd®e?), éléments de
&4 C & D’aprés le lemme 18.1, (;;ed);; est pour tout v une base de coefficients de u.
En particulier (;;e?) est C°(X)-libre dans A : les ;jed sont libres dans A4, (théoréme
3) et A — P A, est injective (cf. [5, prop. 2.8] déja citée). Soit A le sous-module
de A engendré par {,je?}. A contient f et les ;ju : considérer respectivement la
représentation triviale u® ot dy est le tableau vide, et la représentation fondamentale
u? avec d = 0. A est stable par multiplication : en effet ijedkledl est un coefficient de
w!®u? qui est contenue dans u®**" (n et n’ sont les nombres de cases de d et d').
A est stable par conjugaison : en effet ijeff* est pour tout v un coefficient de ﬂff, qui
est contenue dans u>™ " (car 4, est contenue dans u®N =1 : cf. la démonstration
du théoréme 4), et le tableau de Young correspondant ne dépend pas de v. Donc A
est dense dans A.

Il existe donc un unique champ continu de formes sur A, h, vérifiant Vd, 7, j h(;; ed) =
dd=d,- 1l est clair d’aprés le théoréme 3 que pour tout v, h, est la mesure de Haar sur

A, ~ SU,, et l'unicité découle de 'unicité dans chaque fibre (théoréme 1). //

Corollaire 18.1 A est un champ continu de C*-algébres sur X dont les fibres sont isomorphes
auz SU,, .

// Nagy a montré dans [29], par récurrence sur N, que la mesure de Haar de SU, est
fidéle. Ainsi le champ h de la proposition 18 est un champ continu d’états fidéles sur
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A, ce qui est une des caractéristiques des champs continus de C*-algeébres : cf. [5, th.

3.3 //

REMARQUE. Dans [5], A munie de I est appelée C°(X)-algébre de Woronowicz, notion qui coincide
avec celle de champ continu d’unitaires multiplicatifs régulier de type compact (cf. aussi [1]). La
continuité du champ de C*-algébres A y est établie de maniére élémentaire dans le cas N = 2.
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