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1 Groupes quantiques discrets

A un groupe discret I' on associe deux algébres :

- A = CW avec la structure d’algébre « triviale » provenant de celle
de C. La structure deA groupe ipdujt un coproduit & valeurs dans 1e§
multiplicateurs : § : A — M(A®A), 0(f)(r,s) = f(rs). L’algebre A

est commutative.

— A = CI avec la structure d’algébre provenant de la structure de groupe
deT'. On peut munir .4 d’un coproduit « trivial » § : 4 — ARA, 6(r) =
rer. La cogébre A est co-commutative : 0 0 § = 0, ol 0(a®b) = bRa.

Dans le cas classique, A et A sont toutes les deux représentées fidélement sur
espace H = (2(T') : A agit par multiplication et A par translation. On note
A et A les complétions pour la norme d’opérateur : il s’agit respectivement
des C*-algébres co(I') et C 4(I).

On voudrait axiomatiser la situation en retirant la co-commutativité de
A (resp. la commutativité de A), de maniére a ce que le cas co-commutatif
(resp. commutatif) redonne les groupes discrets. Il faut garder une trace de
Iinverse du groupe, ce qui dans le cas non co-commutatif n’est pas aussi
simple qu’avec le produit. Exemple d’axiome évident : la co-associativité
(6®id) 0 0 = (id®J) o J, avec déja une petite subtilité sur les domaines de
définition pour 5.

La theéorie est en fait axiomatisée a trois niveaux équivalents (Woronow-
icz, Baaj — Skandalis, Van Daele) :

— C*-algébriquement au niveau de A : « compact quantum groups »,

— hilbertiennement au niveau de H : « compact multiplicative unitaries »,

— algébriquement au niveau de A« multiplier Hopf algebras ».
Présentons la premiére axiomatisation :

Définition 1.1 Une C*-algébre de Woronowicz est une C*-algébre unifére
A munie d’un x-morphisme § : A — AQA tel que

- (d®id)d = (id®d)J,

- 0(A)(1®A) et §(A)(AR1) sont denses dans ARA,
ot on note par ex. 6(A)(1®A) = {6(a)(1®D) | a,b € A}.

On parle aussi de C*-algébre de Hopf bisimplifiable. Dans le cas co-commutatif
on montre qu’on retrouve les C*-algébres (réduites, mais aussi pleines, ou en-
tre les deux) des groupes discrets, et donc qu’on peut reconstruire un groupe
I' & partir de (A4, 9).



EXEMPLES 1.2

- A = C;4(T), mais aussi A = C*(I'), avec I' groupe discret. C’est le
cas co-commutatif.

— A = C(G) avec G groupe compact et le coproduit o(f)(r,s) = f(rs).
C’est le cas commutatif : le premier axiome donne les monoides com-
pacts, et le deuxiéme axiome correspond & leur bi-simplifiabilité, qui
dans le cas compact implique 'existence d’une unité et d’'un inverse
continu.

— A = Cy(G) avec G groupe de Lie réel compact connexe simplement

connexe et g €]0,1] — c’est-a-dire que les groupes quantiques a la
Jimbo-Drinfeld, ou « g-déformations », sont inclus dans la théorie de
Woronowicz.

- A= A,(1I,), Ay(I,) définis par générateurs et relations et qui admet-
tent eux-mémes des g-déformations :

Au(Q) = {ui, 1 < iy 5 < n | (ugj)iy et Q(Ufj)z’jQ_l unitaires),
Ao(Q) = (uij, 1 < 4,5 < | (uij)ij = Q(Uz})z‘ijl et unitaire),

avec @ € GL(n,C). Ce sont les groupes quantiques compacts uni-
versels (unitaires et orthogonaux) introduits par Wang. Le coproduit
est donné par 6(ui;) = > uir®@uy. Pour 'étude du cas orthogonal on
fait ’hypothése que QQ est scalaire.

— Autres familles d’exemples « universels » : groupes symétriques libres
Ag(n), groupes de symétries complexes libres A3 (n), groupe orthogonal
semi-libéré, ... 0

La structure de (A, §) peut étre comprise a I’aide de ses coreprésentations.
Une coreprésentation « de (A, d) sur un espace de Hilbert de dimension finie
H, est un unitaire o € L(Hy)®A tel que (id®Jd)(a) = ajgaiz. On a des
notions naturelles de morphismes Mor(a, ) C L(H,, Hg), de somme directe,
produit tensoriel, conjuguée avec Hogg = Ho @ Hg, Hogp = Ho®Hg, Hy =
H,. Si w est une forme linéaire sur L(H,) on dit que (w®id)(c) est un
coefficient de «, les coefficients des coreprésentations engendrent une sous-
algebre A C A.

Théoréme 1.3 Soit (A,65) une C*-algébre de Woronowicz.
~ Il existe un unique état h € A" bi-invariant : (id®h)d = (h®id)d = 1h.
— Les coreprésentations de (A,0) sont sommes directes d’irréductibles.
— A est dense et munie d’une structure d’algébre de Hopf (,¢,S).

Le bon cas particulier pour se faire une idée du comportement de la caté-

gorie des coreprésentations est celui des groupes compacts : en effet quand
A=C(G)ona L(H,)®A~C(G,L(H,)) et les co-représentations de (A, J)



correspondent exactement aux représentations unitaires de G. Dans ce cas
la forme linéaire h : C(G) — C est simplement l'intégration contre la mesure
de Haar.

Dans le cas co-commutatif A = C (') qui nous intéresse plus, il est trés
facile de donner des exemples de coreprésentations : id®r € L(C)®A est une
coreprésentation irréductible pour tout r € I, et on vérifie que cela induit une
identification entre le groupe I' et 'ensemble des classes de coreprésentations
irréductibles muni du produit tensoriel. Plus généralement, tout coreprésen-
tation est isomorphe & une matrice diag(ri,...,r,) € M,(A) ~ L(C")®A
avec ri,...,m, € I'. Par ailleurs dans ce cas h est la trace canonique sur

¥ 4(I') donnée par h(r) = e,

2 Croissance et marches aléatoires

Considérons a nouveau un groupe discret I' et supposons qu’il est en-
gendré par un sous-ensemble fini S C I'. On peut supposer que S = S~ et
e ¢ S, on note n le cardinal de S. A S on associe la coreprésentation « fonda-
mentale » u = diag(sy,...,sy) € L(C")®CI'. La puissance tensorielle k¢ de
u est une coreprésentation sur C*” qui est diagonale dans la base canonique
et dont les éléments diagonaux sont les mots de longueur k sur S.

On obtient ainsi une description en termes de coreprésentations pour la
longueur des mots sur I' (relativement & S) et pour la probabilité de retour
a lorigine en 2k pas (dans la marche aléatoire sur I' engendrée par S) :

I(r) = min{k | r C u®*},

pr = n~2F dim Mor(1, u®?%) = n =2k p(x2F),

si on note x, = (Tr®id)(u) = >  uy le caractére de la coreprésentation wu.
Notons que, comme dans le cas des groupes compacts, on a h(x,) = 0 pour
toute coreprésentation irréductible aw # 1, et h(x1) = 1.

On peut donc poser les définitions suivantes dans le cas général. Remar-
quons que la marche aléatoire évoquée peut étre définie de maniére indépen-
dante dans le cadre des processus aléatoires quantiques a la Biane.

Définition 2.1 On dit qu’une C*-algébre de Woronowicz (A,d) est de type
fini si elle est engendrée par les coefficients d’une coreprésentation u de di-
mension finie n — on peut alors supposer u = u et 1 ¢ u. La longueur d’une
coreprésentation wrréductible o relativement a u est

I(a) = min{k | o C u®*}.

La probabilité de retour a l'origine en 2k pas dans la marche aléatoire en-
gendrée par u est

pr = n~ 2 dim Mor(1, u®%*) = n=2n(x2¥).



En ce qui concerne la croissance, une premiére idée peut étre de compter
les coreprésentations irréductibles de longueur k£ et donc de considérer la
suite s = #{a | (o) = k}. On s’apercoit cependant que cette idée est trop
naive et le bon analogue du « volume des sphéres » est en fait

Sk = Z (dim ).

l(a)=k

On peut également considérer le « volume des boules » By, = Zfzo S;. On
dit que (A,0) est & croissance polynomiale (resp. exponentielle) si c’est le
cas de la suite (S5,). Ce sont des notions qui ne dépendent pas de u, ainsi
que ’exposant de croissance dans le cas polynomial.

On a aussi une formule plus conceptuelle — en termes d’intégrale des
fonctions caractéristiques des sphéres de rayon k& — pour Si. Notons que
dans le cas classique les irréductibles sont de dimension 1 donc s = Sj. Le
choix de Sy est également justifié par le résultat suivant :

Proposition 2.2 (A,0) est & croissance polyndmiale si et seulement si le
groupe quantique discret associé o (A, ) est moyennable et a la propriété de
décroissance rapide (RD).

Quelques exemples :

— Si G est un groupe de Lie réel compact, C'(G) est a croissance polynomi-
ale — cf plus loin. En revanche les g-déformations sont & croissance ex-
ponentielle : en fait un groupe quantique discret a croissance polynomi-
ale est forcément unimodulaire.

~ Dans le cas de A = A,(I,) avec n > 2, les coreprésentations irré-
ductibles sont naturellement indexées par N, avec ap = 1, a1 = u
(matrice des générateurs), et les régles de fusion suivantes :

@0 = 1| D VY—i|+2 D -+ D Apyy-

On a en particulier la relation de récurrence ndim oy = dimagyq +
dim ay_1. Ainsi s = 1 est & croissance polynomiale tandis que S =
dim o est & croissance exponentielle dés que n > 3. Or le groupe
quantique discret associé a A,([,) n’est pas moyennable (en revanche
il a la propriété RD).

— Dans le cas de A = A,(I,) avec n > 2, les coreprésentations irré-
ductibles sont naturellement indexées par les mots en deux lettres u, u
de maniére a ce que la longueur [(«) coincide avec la longueur du mot
a. Ainsi (sg) et (Sg) sont toutes deux a croissance exponentielle.

Discutons maintenant plus en détail le cas d’un groupe de Lie réel G
compact, connexe et simplement connexe. La théorie des coreprésentations
de C(G) correpond a celle des représentations de G, qui est connue, et on
doit donc pouvoir calculer tous les invariants introduits précédemment.



Soit X = T le dual d’un tore maximal de G, R4 un choix de racines
positives dans X et X ;4 C X le cone des poids dominants associés. Les
représentations irréductibles de GG sont indexées par leurs plus hauts poids qui
parcourrent X, . Soit w;, 1 < i < 7, les poids fondamentaux, qui forment
une base de Xy, . La norme ¢! associée a cette base coincide avec la longueur
des représentations associée au choix de u = @ w; comme représentation
fondamentale. En particulier s est contrdlé par k™.

En ce qui concerne les dimensions, on a la formule des dimensions de

H. Weyl :
dima = /\L& (1 + ((/C;{/)\\)))’ ou 2p= Zwi.

Chaque terme du produit croit linéairement avec la norme de . On obtient
ainsi facilement lestimée S, < Ck% !, o d = r + 2#R,. En faisant at-
tention, on obtient également 'inégalité dans l'autre sens (avec une autre
constante).

Pour un tel groupe compact G, on obtient donc une estimée de croissance
tres simple : By ~ k%, et d s’interpréte comme la dimension réelle de G. Je
ne sais pas s’il y a une preuve directe de ce résultat.

==

Fic. 1 -SU(3): R, X4+, (w1, w2)

Considérons maintenant la probabilité de retour & I'origine, toujours pour
le méme groupe compact G. Dans ce cas, la formule intégrale pour pj est
I’intégrale sur G d’une fonction centrale, et se raméne donc & une intégrale
sur le tore maximal choisi par la formule d’intégration de H. Weyl :

n—2k

_ 2k (N2 dy — 2k
Pr = /Gxu(g) dg w(G)/Txu(t) da(t)dt,

ott 6g(t) = [[aer((Nt) — 1) et w(g) = #W est le cardinal du groupe de
Weyl. Par ailleurs, si P(u) C X est la famille des poids de la représentation
fondamentale u, on a par définition xu(t) = > ycp(u) (A t). Ici (-, ) est la
dualité entre T et X : dans des identifications T' ~ T", X ~ Z" compatibles
ona (\t)=t* =11 )



On peut exprimer cette intégrale sur 7' par une somme sur des poids via
une transformée de Fourrier :

ank

no= o | (Saerwnn) sl

—2k
= Z(G) 3 /()\1 Fe o g, )0 (1) dt
()eP(uy T
n—2k .
= @ S bt )

(Ai)EP(u)?*

On se rend compte alors qu’on s’est ramené & une marche aléatoire classique
dans le réseau des poids, engendrée par les éléments de P(u). A la normalisa-
tion prés, py est 'espérance de SG : X — Rau temps 2k de cette marche. Plus
généralement, on peut vérifier que 'espérance dans la marche aléatoire quan-
tique d’une fonction f : Irr Rep(G) — R correspond dans la marche aléatoire
classique & 'espérance de la convolée f * ¢, ou f = Y f)lpe) : X — R

Avec un peu d’analyse — connaissant I’expression de d¢ et sachant qu’un
marche aléatoire classique converge vers une gaussienne aprés renormalisa-
tion — on obtient une estimée trés simple, toujours en fonction de la di-
mension réelle d de G : pp, ~ k~%2. A nouveau, je ne connais pas de preuve
directe de ce résultat.

On remarque immédiatement le paralléle avec le résultat suivant valable
dans le cas des groupes discrets :

By ~ k‘d — DL~ k‘_d/Q,

qui repose en partie sur ’équivalence entre « croissance polyndmiale » et
« virtuellement nilpotent », un résultat difficile dit & Gromov. Comme 1’équiv-
alence des estimées est valable pour les groupes discrets et les (duaux des)
groupes de Lie compacts, on peut se demander si elle est valable pour tout
groupe quantique discret. Cela ouvre un champ de recherches trés large.



