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Groupes quantiques et sous-groupes

Un groupe quantique discret est donné par
@ une algebre de la forme (*( ) = - @ae,( ) B(Ha), dim Hy < oo,
@ un coproduit A : £°( ) = £°( )®°( ).
On note p, = idy,, 8y = pea € B(H,).
I( ) estI'ensemble des irréductibles de Corep( ) = Rep(¢%°( )).
Structure tensorielle : v@ w := (v®w) o A. Dual : v =v o R.

Cas classique =T :¢%( )commutative & YadimH, = 1.
AlorsI( )=T,a®B=aB,a=a.

Un sous-groupe (quantiqgue) < estdonnéparz :¢°( ) —» ()
compatible avec A. Ona ¢*( )~p ¢*( )avecp € ¢*( ) projection
centrale telleque A(p )(1®@p )=p ®p =A(p )(p ®1).

n* : Corep( ) — Corep( ) est pleinement fidele, I( ) c I( ).
Pour v € Corep( ) on note v € Corep( ) la composante -isotypique.
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Algebres de Hecke pour les groupes quantiques discrets Structure de I'espace quotient

Espace quotient

Onnote ¢®( / )=¢() ={aet?( )I(1®p )A(a)=a®p }et
Corep( / ) =Rep(£°( / )).0naA(( / ) c( )&( / ).

Proposition-Définition

I( )/ quotientde !l )para~B e dlecl( ) BcadA

Pour[a] € I( )/ la projection pj,) = Yse[o] P @ppartienta (/).
On note k, = dimg(@® @) .

Onnotecs( /| ) =B Pt / )c( / )=TIpPmt=( /).

Théoreme
® Onat( | )={"~DPut=( / )
@ (aw a,) estinjective sur p,t=( / ), dimage B(H,)" N B(H,).
@ Plus généralement Hom ; (a,B) = B(H,, Hg) .
@ Pouraet®( / Jonaa= Y&, (hr®id)[(S§7(a,) ® 1)A(p )].

v
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Espace quotient

Onnote t®( / )=¢°() ={aet®( )|(1®p )A(a)=a®p }et
Corep( / ) =Rep(£°( / )).0naA(( / ) c( )&( / ).

Proposition-Définition

I( )/ quotientde !l )para~B e dlecl( ) BcadA

Pour[a] € I( )/ la projection pj,) = Yse[o] P @ppartienta (/).
On note k, = dimg(@® @) .

Onnotecs( /| ) =B Pt / )c( / )=TIpPmt=( /).

Analogue de la mesure de comptage sur I'/A :

Corollaire

ce( / ) admet une (unique) forme positive -invariante fidéle donnée par
p(a) = Ypap Kz ' he(aa)-
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LAlgébre de Hecke

Définition
Pouraecc( / ),becs( \ )onpose

axb=(idou)[A(a)(1®S(b))] = (uS @id)[A(b)(S7(a) @ 1)] e c( )
eta* = S(a*) ecs( \ ).

Cas classique : Ya dimg(a) = 1, k, = 1. On retrouve la formule
(a*b)(g) = Xinjer/n algh)b(h™).
Proposition-Définition

A, )i=ces( /| )nce( \ ) estune algébre involutive pour * et ¥,
avec unité p , stable par o ff, ot et ;.
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LAlgébre de Hecke

Proposition-Définition

A, )i=co( /| )necs( \ ) estune algébre involutive pour * et ¥,
avec unité p , stable par off, ot et ;.

NB.c:( / )Nnce( \ ) estaussiune sous-+-algébre, possiblement
dégénérée, de £*( ). Notons, pour r € \I( )/

L(r) =#lae \I( )|acrT), R(T)z#{{ye/( ) lactl.

Proposition-Définition
On ditque ( , ) estun couple de Heckesic.( / Y)Nce( \ )c¢®( )est
non dégénérée &Vt e \I( )/ L(1)<oco.

Exemples :  fini ou d’indice fini. Cas normal : Sicc( / ) =cc( \ ), alors
A( , ) estlalgebre de convolution du groupe quantique quotient / .
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Propriétés modulaires

Etat canonique sur #( , ) : w = restriction de e. Il est fidéle.
Proposition-Définition

SoitVec( \ / ) unique tel que uS(a) = u(Va) pour touta € 72( , ).

Alors 6; : a — of(Va) est un groupe de §-automorphismes de #( , )
est w est 6-KMS.

Théoreme

On suppose  unimodulaire. Alors V., = (L([a1)/R([«1)) F2 ot les F,
sont les matrices quulaires de Woronowicz et, pourt = [[a] € \I( )/
L() = Zsge \i( )polcr (dimg8)?/x5
R() = Zisjen )/ sler (dimg 6)2/ks.

Il'y a aussi une formule, plus compliquée, dans le cas ou  n’est pas
unimodulaire...
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Opérateurs de Hecke
On rappelle que c;( / ) est munie d'une action de  a gauche.

Proposition

Soit ( , ) un couple de Hecke. Alors on a des isomorphismes
H(, ) — End(ce( /))
ar— T(a):=(-=xa)
Flp) «— F

De plus (x | T(a)y) = (T(a*)x | y) pour le produit scalaire associé a .

Théoreme

Soit ( , ) un couple de Hecke. T(a) est bornée sur t?( |/ ) pour tout
aeH( , )ssik, <Cgk, désquey C a®p.

Cette propriété n’est pas vérifiée par toutes les inclusions < .Jene
sais pas montrer directement qu’elle I'est par les couples de Hecke.
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Outline

9 Complétion de Schlichting
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@ Application aux opérateurs de Hecke
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Complétion de Schlichting

Rappel. On considere A : ' — Sym(I'/A) par translation a gauche.
On définit G = /l( ). Si (', A) est un couple de Hecke, c’est un groupe
localement compact et H = A(A) est compact ouvert.

Sym(I'/A) n’a pas de bon analogue quantique...

Définition

On pose 0;(G) = alg—(a=b,accc( / ),becs( \ )cec().
Co(G)=C*—(axb,acce( / ),bece( \ ))ct().

Cas classique : I — G induit un plongement Co(G) c £*(G).
Sia= 1, b=1galorsaxb =14, ols' =[1)-
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Complétion de Schlichting

Définition

»Nce( ).

On pose U;(G) = alg—(a=b,acc:( / ),bece( \
bece( \ )ycee().

)
Co(G) =C*<axb,accs( / ),

Cas classique : ' — G induit un plongement Co(G) c £*(G).
Sia= 1[,], b= 1[51 alorsaxb =1y ols' =[)-

Théoréme
Si( , ) estun couple de Hecke on a
A(O(G))(1 ® O4(G)) = Oc(G) 0 0:(G) = A(0:(G))(O:(G) ®1).
0¢(G) est une algebre de Hopf de multiplicateurs.
Co(G) est une C*-algébre de Hopf bisimplifiable.
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Le poids de Haar

Corollaire-Définition

C(H) := p Co(G) est une C*-algébre de Hopf (avec unité p ).
Elle admet donc un état de Haar h.

Onace( / )= O:(G)" =: c;(G/H) dans ().

Corollaire-Définition

¢ = p(id® hp )A est une intégrale sur 0.(G). G est un groupe quantique
algébrique, et donc un groupe quantique localement compact.

v

NB. Les groupes quantiques algébriques G avec ¢;(G) commutative sont
exactement les groupes localements compact G qui admettent un
sous-groupe compact ouvert H, et on a

Oc(G) = {f € Cc(G) | dim Vect(H - f) < oo}.
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Couples réduits

Sid: Co(X) = M(co( ) ® Co(X)) est une actionde sur X, on considére
le conoyau N(X) = {(id® ¢)d(a) | a € Co(X), ¢ € Co(X)*}” c £=( ).

Ona N(X) = L*( ) pour un groupe quantique discret qui en général
n‘est pas un quotient de . On dit que I'action est fidéle si N(X) = £<( ).

Définition
On dit que le couple ( , ) estréduit sil'actionde surX= |/ est fidéle.J

Par définition de a « b = (id® u)[A(a)(1 ® S(b))], on a
N( / )= Co(G)”" ce=( ).
( , )estréduitssi< se plonge dans G .
Proposition
On suppose ( , ) réduit. Alors G est discret ssi  est fini. J

R. Vergnioux (Univ. Caen) Algeébres de Hecke et groupes quantiques Paris, 17 mars 2022 11/18



LAlgébre de Hecke

Soit G un groupe quantique algébrique, H c G un sous-groupe compact
ouvert algébrique, donné par py € 0¢(G).

Définition

On note c.(G/H) = 0.(G)¥ et £3(G/H) = c.(G/H) c L3(G).

On pose 7 (G, H) = 20,(G)¥, muni du produit de convolution de 0 (G).

Proposition
On a s#(G,H) =~ End(c,(G/H))®, a - T'(a) := (- *a).
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Application aux opérateurs de Hecke
LAlgébre de Hecke
Définition
On note c(G/H) = 0.(G) et ¢3(G/H) = c.(G/H) c L%(G).
On pose (G, H) = %0,(G)¥, muni du produit de convolution de 0.(G)

v

Proposition
On a (G, H) = End(c.(G/H))¢, a - T'(a) := (- * a).

Si (G, H) est la complétion de Schlichtingde ( , )ona
End(c:(G/H))® = End(cs( / )) et ?(G/H) =2( / ).
Or les opérateurs T’(a) proviennent de la représ. réguliére droite de G.

Corollaire

Si( , ) estun couple de Hecke, les opérateurs T(a), poura € 7 ( , ),
sont bornés sur ¢( | ).
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Extensions HNN

Onfixe .1 C g¢avecunisomorphismeé: 11— _y.
On considére = HNN( o, 6) [Fima 2013]. C[ ] est engendré par C[ o] et
un unitaire group-like w tel que wxw™¢ = 6¢(x) pour x € C[ (].
Proposition
@ Si .4 sontd’indice fini dans , différents de o,
alors o C estpresque normal, non normal, d’indice infini.
@ SiNkez Dom#* = {1} alors I'action de sur | ¢ est fidéle.
® OnaVy = (L(Iwl)/R(Iw1)) pw avec )
E('[W]]) = 2[5]€ W) dimq(6_® 6)/d1rnq(6_® (5) »
R([[W]]) = Z[&]el( I dimq((5®6)/ dimq(6® 5) o
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Extensions HNN

Proposition
@ Si .1 sontd’indice fini dans ¢, différents de o,
alors o c estpresque normal, non normal, d’indice infini.
@ SiNkez Dom#* = {1} alors I'action de sur | ¢ est fidéle.
® OnaVy = (L(Tw])/BR(Iw])) pw avec _
L(|[W]]) = 2[516 M o) dimq(6® 5)/ dimq(d ® 5) q9
R(Iwl) = Spsjei o)) _; dimg(6 ® 6)/ dimg(6®6) .

Exemple. ¥ .4 groupes classiques finis non abéliens.

On prend 0 — H;(ez* ngn(k) etN € — H;(ez*’kif zﬂ(sgn(k) c o

Alors la proposition s’applique, L([w]) = #X1, R([w]) = #X_1.

G est un groupe quantique localement compact non discret, non classique,
non co-classique, avec groupe modulaire non trivial si #%¢ # #X _1.
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