Graphes de Cayley pour les
groupes quantiques discrets

Roland Vergnioux

vergniou@math. jussieu.fr

O avril 2003



Groupes quantiques compacts

Objets C*-algébriques
S C*-algébre unifére, munie d'un morphisme
d: S5 — S®S coassociatif et bisimplifiable.

Objets fonctoriels

Coreprésentation de dim. finie : v € L(Hy)®S
tel que (iId®d)(v) = viov13

—» catégorie C, prod. tensoriel et conjugaison
— Irr C, théorie « de Peter-Weyl »

—» caractéeres : dim Hy, = 1 = groupe

Objets hilbertiens

Il existe un état h € S* invariant pour §.
- H =L2(S,h), A\:S — L(H), Sr=X(S)
— décomposition H = @,.c1rrc prH

- V € L(H® H) unitaire multiplicatif,

- U € L(H) unitaire involutif



Groupes quantiques discrets

Groupe quantique compact associé a
(I" groupe discret)

= x-algebre du groupe : CI' = P er Cg
- S = C*I, complétion « pleine » de CI
— coproduit : §(g) = g®g

Alors

Irr C~T (vg=id®g € L(C)®S)
H=102(), (Mg)¢)(s) = ¢(g™1s)

Sy = CFI", complétion « réduite » de CI'
pr Proj. orth. sur Iy, € £2(T)

V() (g, h) = flg,g7th), U(f)(g) = f(g~ 1)

VY Vb

Groupes quantiques discrets
(interprétation duale du cas général)

-+ S — S, C L(H) : espace ¢2 et repr. réguliére

- Irr C : € points » du groupe

—» > .cppr, D CIrr C : projecteur € sur D »
dans I'espace ¢2 du groupe quantique



Groupes quantiques libres
[Wang, Banica]

Groupe libre
S =C*(Fn) = C*(1, u; | Vi u; unitaire)

Groupe quantique libre unitaire

On fixen>2et Q € GL,(C).

Au(Q) = C*(1, u;; | u et Qu@ ™1 unitaires)

ou u = (um’) c L(CMH®AL(Q) et u = (u:-:j

— Irr C : monoide libre en u et u avec,
pour v = u, u, les regles v = vr et
ro@or’ = rvor’ @ rer, rour’ = rouvr’

Groupe quantique libre orthogonal
On suppose de plus que QQ € CI,,.

Ao(Q) = C*(1, u; ; | u unitaire, QuQ~! = u)

—» Irr C~N avec rp, =rp, r1 = u et
Tk®rl:T|k—l|EBTU{—ZH—QEB'”@?V?‘I—Z



Graphe de Cayley
groupes discrets

Données

— [ groupe discret

- ACT finie, A™l=A,e¢ A
(ensemble des directions)

Approche simpliciale
s=T,a={(rr)es?|Is€ A r =rs}
retournement 0 : a — a, (r,7) — (', 7)
arétes géométriques : ag = a/{f6(a) ~ a}
orientation : a = ay LU6(ay)

vy vy

Origine 4 direction

-+ s=l,a=IxA

- (0,b):a—sxs, (r,s) — (r,rs)
- retournement : 6(r,s) = (rs, s~ 1)



Graphe de Cayley
groupes quantiques discrets

Données

- groupe quant. discret : S, C, (H,V,U)

= D ClIrr C finie <= p1 = ,cpDr

-+ D=D, 10¢D < UprU =p1, pop1 =0

Graphe classique associé a (C,D)

+ s=IrrC,a={(r,r') €s?|IseDr' Crxs}

— 6O bien défini : ¥ Cr®s < rCr'®s

— structure supplémentaire : arétes multiples
et colorées par D

Graphe quantique associé a (C,D)

— espace (2 des sommets : H

- espace (2 des arétes : K = HRp1 H

- O=3X(1xU)VUU)X, K;= Ker(© —id)
-+ V:.:K—> H®QH « extrémités »

+ O=(id®eV et B = (exid)V

NB : ©2 #id



Orientation
dans |le cas des arbres

Hypothese
Le graphe classique de (C, D) est un arbre strict
—» origine 1., orientation montante :

ar = {(r,r") | d(+’,1¢) =d(r,1¢) + 1} Ca

Déefinition

=+ pn=> {pr | d(r,1¢) = n}

=+ patr =2 {V*@rop)V | (r,7') € ay}
> px-=1—pxyt

Proposition

> Dy = OFpy O est différent de py 4

> Opix(PL®P1) = Pr—(Pr4+1®P1)O,
O*pa+ (P ®P1) = P-x (P41 ®p1)O*

Deéfinition
= D44 = P+kPx+s P+— = P+kPh—s - - -
—» espace des arétes montantes: K44 = p4+4 K



Opérateur de Julg-Valette

On suppose que le graphe classique associé a
(C,D) est un arbre strict.

P+ B
Définition Fg* . Kg— Ky ——= H
Théoreme
1. B‘K++ est injectif et son image est (pgH)> .
2. P++|K, est injectif et son image est
{¢ € Kyt | p+-Op4+ ¢ € Im (id—p4_Op4-)}.

Proposition Le groupe quantique discret as-
socié a V est un produit libre fini de groupes

Ao(Qy) et Au(Q%) avec Q;Q; € Cid.

— Il suffit d’étudier le cas de As(Q).



Espace Hy pour A (Q)

On considére I'arbre de A,(Q) avec QQ € Cid
et Tr Q*Q > 2. On pose

Hoo = Iim ((pr®p1) K-, p+-Op1-).

Proposition I/ existe un opérateur borné R :
K4 — H surjectif et tel que Ker R = p, 1+ Ky.

Kg

Y—i_

B
Kyt — (poH)* C H

S

Heo

Théoréme L'opérateur Fj+ BR" de Kq® Hoo
dans H définit un élément v ¢ KKg(C,C).



