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1. arbres de Cayley quantiques

groupes discrets : graphes de Cayley
groupes discrets : C*-algébres
groupes quantiques discrets

groupes quantiques libres

graphes de Cayley quantiques
orientation ascendante

VYV YV

2. espaces des arétes a l'infini,
applications



Groupes discrets
graphes de Cayley

Donneées

— [ goupe discret

-+ ACT finie, A™l=A,e¢ A
(ensemble des directions)

Approche simpliciale

s=0, a={(r,r) €s?|Ise A r =rs}
retournement 0 :a — a, (r,7") — (r',7)
orientation : a =ay LU0(ay)

arétes géométriques : ag = a/{0(a) ~ a}

VYV

Approche directionelle

- s=[,a=I XA

-+ (0,b):a—sxs, (r,s)— (r,rs)
- retournement : 6(r,s) = (rs,s™ 1)



Groupes discrets
C*-algébres de Hopf

Algebre des fonctions
- C*-algébre S = Cp(IN)

—>

—>

coproduit §: 8§ — M(S®S) = Cu(I xIN)

0(f) = ((r,r") — f(rr"))

projecteurs p, € S pour r € I

Algébre du groupe

—»>
—>

C*-algébre S = C*(I'), complétion de CI
coproduit 0 : § — S®S, r—rQr

Espace /2

—>
—>
—>

espace de Hilbert H = ¢2(IN)
représentations S,5 — L(H)
unitaire multiplicatif Ve L(HRH)
V() (r, ) = fr,r 1)

unitaire involutif U € L(H)
U(f)(r) = fr=1)



Groupes quantiques discrets
[Woronowicz]

Algebre du groupe

— (C*-algébre S uniféereet§f: S — SRS

—» coassociativité : (id®d) o 6 = (d®Rid) o §
-+ J(S)(1®S) et §(S)(S®1) denses dans S® S
—» catégorie des coreprésentations C

(cf. groupes compacts : @, ®, Irr C, ...)

Algebre des fonctions

- coproduit § : § — M(S®5)
- projecteurs p, = idy. € S pour r €Irr C

Espace /2
—» espace de Hilbert H

- représentations S,5 — L(H)
— unitaire multiplicatif Ve L(HQ H)
— unitaire involutif U € L(H)

Exemple « classique dual »
S =C*(G), S=Cqy(G), G groupe compact



Groupes quantiques libres
[Wang, Banica]

On fixe Q € GL,(C) avec n > 2.

Cas classique
NB : C*(Fn) = C’*(l,ui | Vi uy; unitaire)

Version unitaire

Au(Q) = C*(1,u;,; | u et QuQ ™1 unitaires)
ol u = (u;;) € Mn(Au(Q)) et u = (uj,

— Irr C : monoide libre en v et uw avec

ru®ur = ruar’ ® rQr', ruQur’ = ruur’.
Version orthogonale
Ao(Q) = C*(1,u;; | u unitaire, QuQ ™1 = u)

- Irr C~ N avec r;{ = u et, si QQ € CIy,
TROTL = Tk~ D T|k—1|42 D "+ D Tkl



Graphes de Cayley quantiques
Définition

Données

- groupe quant. discret : S, S, C, (H,V,U)
- p1 proj. central de S : p1 =3 ,.cppr

-+ UpiU=p1, pop1 =0 <= D=D, 10 ¢ D

Graphe classique associé a (S, p1)

-+ s=IrrC,a={(r,r)eC|IseDr' Crxs}

— 0 bien défini : ¥ Cr®Rs < rCr'®s

— structure supplémentaire : arétes multiples
et colorées par D

Graphe quantique associé a (S,p1)

—» espaces de Hilbert : H, K = HQp1 H

» O=2(1U)V(URKU)X, K; = Ker(© —id)
-+ V.:K—> H®QH « extrémités »

-+ O =(id®e¢V, B=(eid)V

NB : ©2 % id



Orientation ascendante
(cas des arbres)

Hypotheéese
Le graphe classique est un arbre « strict »
—» origine 1., orientation montante :

ar = {(r,7") €a | d(,1c) > d(r,10)}

Proposition Le groupe quantique discret as-
socié a S est un produit libre fini de groupes

Ao(Qy) et Au(Q%) avec Q;Q; € Cid.

Définition

=+ pn=73 {pr | d(r,1¢c) =n}

> Prt = X(reay VYV (0r@pp)V

> Phk— =1 —Dpxyt

> O'pr-O F pat!! > piyx=0"px-O

> P++ = Pk+P+%ks P+— = Pk—P+%ks - -

-+ K., =pi K espace des arétes montantes



