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Exercice 1

1. La série (> a,107™) est égale a la série géométrique de raison 10~! multipliée par la constante a.
Comme [107!| < 1, elle est donc convergente et on sait calculer sa somme : S =a) - 107" =
a/(1—1071).

2. C’est une question de cours. Pour tout n on a 0 < a,107" < 9 x 107", D’aprés la question
précédente, la série de terme général 9 x 10™" converge. D’aprés le théoréme de comparaison la série
de terme général a, 107" converge donc aussi. Par définition du développement décimal, on a S =
ao, ajasaz - - - . Lorsque a,, = 9 pour tout n on a d’aprés la question précédente S =9/(1 — 107!) =
10.

3. (a) On procéde par récurrence généralisée. Aux rangs 0 et 1, il est facile de vérifier 'encadrement
demandé : 0<ap=1<2=1et0<a; =1<2' =2 On fixe ensuite n > 1, on suppose
Pinégalité 0 < ap < 2k verifice pour tout k < n, et on cherche 4 la démontrer au rang k = n+1.
Par hypothése de récurrence on a

0 < ap_1 ~+ an, < 271,—1 + M — 3 x 271,—1 < 271,-&-1'

Comme a,4+1 = Gp—1 + an, On a bien obtenu 'inégalité recherchée au rang n + 1. Finalement
on a 0 < a, < 2" pour tout n, donc 0 < a,107™ < (2/10)". Comme la série de terme général
(2/10)™ est une série géométrique convergente, le théoréme de comparaison montre que la série
de terme général a,,10™" converge.

(b) La relation ajyo = agq1 + ap donne ag 210~ +2) = (a5 110~ *F+D) /10 + (ax107%)/100 en
multipliant par 10~ **2), On somme alors sur k, entre k =0 et k =n :

~(k+2) _ L —(k+1) 1 —k
I;)ak+210 = mkz_oa,mlo + wokz—oaklo .

Puis on effectue deux changements d’indice :

n+2 1 n+1 1 n

k_ L —k —k
E apl0™" = 10 E ap107% 4+ 100 E ap10™7.
k=2 k=1 k=0

Les trois sommes qui apparaissent dans cette égalité sont successivement égales & S, 12 — ag —
a;1071, Sn+1 — ag et S,,. En remplacant, on obtient bien I'identité annoncée dans I’énoncé. Il
suffit alors de passer a la limite dans cette identité : S, 12, Sn4+1 et S, tendent tous les trois
vers S et on a donc

g ai S — agp + S o 89 S 9 n 1
—an — — — e — S=—ay+ — a.
°7 10 10100 100 10 ° " 10
En reportant pour finir les valeurs ag = a; = 1, on obtient S = %.
4. (a) Pour calculer S3;i2 on remarque que 'ensemble {0, 1, 2, ..., 3k + 2} est la réunion disjointe
de {0,3,...,3k}, {1,4,...,3k+1} et {2,5,...,3k+2}. On a donc
3k+2 k k k
107 =Y ag107 + > 45411073 3 " 45,1073,
i=0 Jj=0 j=0 §=0

Par hypothése on a a3; = 2, agj4+1 = 1 et azj;2 = 0 pour tout j, donc

k k
Sz =2x Y (1072 +) (1073 x 107 +0=(2+107")

Jj=0 J=0

1— (1073)~*1
1-10-3



(b) Pour tout entier n il existe un entier k tel que n = 3k, 3k + 1 ou 3k + 2 et on a donc
a, € {0, 1, 2} par hypothése. On peut donc appliquer la question 2 : la série de terme général
a,10™" est convergente. Ainsi la suite (S,) converge vers S, et en particulier sa sous-suite

24101 700

1-10-3 ~ 333"

(a) Soit a =0, 1 ou 2. Montrons par récurrence sur k qu’on a asg+o = a, : c’est évident au rang 0,
et si c’est vrai au rang k on a A3(k+1)+a = 3k+a+3 = 03k+o grace a hypothése sur (an), donc
a3(k+1)+a = 0o par hypothese de récurrence. On a donc pour tout k : agy = ag, azk+1 = a1
et asiy12 = as. En particulier, soit M le plus grand des trois entiers |agl|, |a1| et |az|, on a
lan| < M pour tout n, donc |a, 107" < M 10~". Le théoréme de comparaison montre donc
que la série de terme général a,,10™" converge absolument.

(Ss3k+2) converge aussi vers S. La question précédente montre alors que S =

(b) On procéde exactement comme & la question 4, grace aux égalités asy = ag, asg+1 = a1 et
ask+2 = ag établies précédemment :

k k k
Sserz =ag x Y _(107%)7 +a; > (107°) x 107" +a2 Y (107%)7 x 107* donc
j=0 j=0 =0
ao+a1107 +a21072  @¢10% 4+ a110% + a2 10

S = =
1—-10-3 999

Exercice 2

1.

La suite (1//n) est positive et tend vers 0. Or la fonction logarithme est croissante et on a
Log (1 + ) ~o . Par conséquent la suite (u,) est positive et équivalente & (1//n). La série de
Riemann de terme général 1/\/n est divergente donc, d’aprés le théoréme de comparaison, la série
de terme général u,, est également divergente.

On a Log zy = Log = + Log y et Log 2 = —Log =z~ !, donc

vioov2o \/ﬁ>
1+\f1+xf 1++vn

1+\f ZLog( ) Zuk

La suite des sommes partielles de la série de terme général u,, est divergente d’aprés la question 1.
Par ailleurs, elle est croissante car les u,, sont positifs. Donc elle tend vers +o0o. D’aprés la question
2 la suite (Log (y/n ay)) tend donc vers —oo. Par passage & I'exponentielle, on en déduit que la
suite (\/n ay) converge vers 0.

Log (vn a,) = Log (

n

k=1

On méne le calcul en réduisant au méme dénominateur et en utilisant 1’égalité vn! vVn+1 =

v (n+1)L. On a, pour n > 2 :

— 4/ _ Vn! o (n+1)
Vi an =Vt L anet = G Ay VL) - (R

VAl A+ Vet D) -/ (n+ 1) .,
TV (I varD)

Le résultat de la question précédente montre qu’on a affaire & une série « télescopique ». Plus
précisément on a, en effectuant des changements d’indices :

n—1

Zak:a2+zak+1:a2+z\/gak_zvk+1ak+l

k=2 k=2 k=2 k=2

n—1 n
:a2+z\/%ak_z\/gak:a2+\/§a2—\/ﬁan.
k=2 k=3

Cette égalité et le résultat de la question 3 montrent que la suite des sommes partielles de la série
de terme général a,, converge vers (1 ++/2) ap = 1/2.



