
LICENCE 1 2005-2006 SFE1 R. VergniouxChapitre à trous :Fon
tions trigonométriques1 Dé�nitionsSoit C le 
er
le trigonométrique (orienté, de rayon 1) dans le plan muni d'un repère (O,
−→
OI,

−→
OJ)orthonormé. Soit A un point de C, S et C ses projetés orthogonaux sur (OJ) et (OI) respe
tivement.
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La mesure a ∈ R de l'angle orienté ÎOA est la longueur (orientée) de l'ar
 IA sur C. On dé�nit 2π
omme étant la longueur d'un tour 
omplet, et on 
onvient que deux réels di�érents de 2kπ ave
 k ∈ Zmesurent le même angle orienté.Le sinus de a est la longueur (orientée) de −→
OS, et le 
osinus de a est 
elle de −−→

OC. Cela dé�nit desfon
tions sin, cos : R → R qui sont 2π-périodiques.Si A est di�érent de J et J ′, la droite dirigée par −→
OJ passant par I et la droite (OA) se 
oupent enun unique point T . La tangente de a est alors la longueur (orientée) de IT . Elle est dé�nie lorsque a n'estpas de la forme π

2
+ kπ, k ∈ Z, et on obtient ainsi une fon
tion π-périodique de a : en e�et la droite (OA)est in
hangée lorsqu'on 
hange a en a + π.Les points A1, A2, A3, A′, A′′ repérés par les angles de mesures π − a, π + a, −a, π

2
− a et π

2
+ a sontpla
és 
omme suit sur C :
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En déduire les sinus et 
osinus de π − a, π + a, −a, π

2
− a et π

2
+ a en fon
tion de 
eux de a.



2 Un peu de géométrieOn 
ommen
e par un petit é
hau�ement. L'aire d'un re
tangle ABCD de 
�tés AB = x, BC = y vaut
A(ABCD) = xy. En 
onsidérant les �gures 
i-dessous, on en déduit fa
ilement l'aire d'un triangle et lethéorème de Pythagore :
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A BCal
uler l'aire de ABCD en fon
tion de b et h, et en déduire A(ABE).
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On pose a = AE, b = BE et c = AB. Quelle est l'aire de ABE ? Combien vaut EF ?En déduire que c2 = (b − a)2 + 2ab, et le théorème de Pythagore.
Démontrons maintenant, également de manière géométrique, la formule d'addition pour les sinus, quidonne une expression de sin(a+b) en fon
tion des sinus et 
osinus de a et b. On 
onsidère la �gure suivante,ins
rite dans le 
er
le trigonométrique C � rappelons que le rayon de C vaut 1.
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Les triangles Y AA1 et Y BB1 sont semblables : on a AA1

Y A1

= BB1

Y B1

. Notons y l'ordonnée de Y , déduire dela relation pré
édente une expression de y en fon
tion des sinus et 
osinus de a et b.
En utilisant OY 
omme base, 
al
uler les aires A(OY A) et A(OY B) en fon
tion de cos(a), cos(b) et y.D'autre part, 
al
uler dire
tement l'aire de OAB en utilisant OB 
omme base.En déduire la formule d'addition pour les sinus.
En utilisant les formules sin(x+ π

2
) = cos(x) = − sin(x− π

2
) établies dans la première partie, la formuled'addition pour les 
osinus se déduit de 
elle pour les sinus :

cos(a + b) = sin(a + π

2
+ b) = sin(a + π

2
) cos(b) + cos(a + π

2
) sin(b)

= cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b).En�n, nous aurons besoin d'un en
adrement qui se � voit � aussi sur la �gure : la longueur (nonorientée) de l'ar
 IA est 
omprise entre les longueurs des segments CA et IT , et 
ela signi�e qu'on a, pourtout x ∈] − π

2
, π

2
[ :

| sin x| ≤ |x| ≤ | tan x|. (1)
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3 Appli
ation à l'analyseOn 
ommen
e par établir la 
ontinuité et la dérivabilité de sin et cos au point 0, essentiellement grâ
eà l'inéquation (1).Montrer à l'aide de (1) que sin(x) tend vers 0 lorsque x tend vers 0.En déduire que cos(x) tend vers 1 lorsque x tend vers 0.



Montrer, toujours à l'aide de (1), que sin(x)/x tend vers 1 lorsque x tend vers 0.En déduire que sin est dérivable en 0 et donner la valeur de sin′(0).
En utilisant l'en
adré pré
édent, montrer que (1 − cos(x))/x tend vers 0 lorsque x tend vers 0. (Il y aune petite astu
e.) En déduire que cos est dérivable en 0 et déterminer cos′(0).
Maintenant, les formules d'addition établies dans la deuxième partie permettent de passer de la déri-vabilité au point 0 à la dérivabilité sur R entier !On 
onsidère la fon
tion f : R → R, x 7→ sin(a + x).Montrer, à l'aide de la formule d'addition pour le sinus, que f est dérivable en 0 et déterminer f ′(0).
Le résultat obtenu dans le dernier en
adré montre que sin est dérivable en a et que sin′(a) = cos(a).À nouveau, les identités de la première partie donnent le résultat 
orrespondant pour le 
osinus :

cos′(x) = (sin(x + π

2
))′ = cos(x + π

2
) = − sin(x).Ainsi sin et cos sont dérivables sur R, et en parti
ulier elles sont 
ontinues. C'est aussi le 
as de tan sur sondomaine de dé�nition, par le théorème de dérivation des quotients. Connaissant les valeurs de sin et cosen π

2
, il n'est pas di�
ile de voir que tan(x) tend vers +∞ en π

2

− et vers −∞ en π

2

+. On peut également
al
uler sa dérivée :Démontrer les égalités tan′(x) =
1

(cos(x))2
= 1 + (tan(x))2.

La formule obtenue pour tan′ montre immédiatement que tan est stri
tement 
roissante sur 
ha
undes intervalles où elle est dé�nie. D'autre part, 
omme les signes de sin et cos sont évidents sur le 
er
letrigonométrique, on est également en mesure de dresser le tableau de variation de 
es fon
tions :



−π −π

2
0

π

2
πsigne de cosxsigne de − sin xvariation de sin x

variation de cosx

Finalement on a besoin de quelques valeurs parti
ulières. En π

2
et ses multiples, elles se lisent immé-diatement sur le 
er
le trigonométrique. Faisons le 
al
ul en x = π

4
. On note s et c les valeurs du sinus etdu 
osinus en 
e point, et on a grâ
e à la formule d'addition pour les 
osinus

0 = cos(π

2
) = cos(π

4
+ π

4
) = c2 − s2 = 2c2 − 1.Comme c et s sont positifs on en déduit cos(π

4
) = 1/

√
2 puis sin(π

4
) = 1/

√
2. On peut pro
éder de lamême manière en π

3
, en appliquant deux fois les formules d'addition :On pose s = sin(π

3
) et c = cos(π

3
). Cal
uler sin(3 × π

3
) en fon
tion de s et c.En déduire les valeurs de s et c.


