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I. Soit q : R3 → R l'application dé�nie par la formule

q(x, y, z) = x2 + 6y2 + z2 + 2xy + 4yz.

1. Montrer que q est une forme quadratique en donnant l'expression de la forme bilinéaire ϕ associée.

2. Montrer que ϕ est un produit scalaire sur R3.

Dans la suite de l'exercice on munit R3 de ce produit scalaire.

3. Calculer les quantités ‖(0, 0, 1)‖, ‖(−2, 1,−2)‖ et (0, 0, 1) · (−2, 1, 0).
Donner l'équation du plan P orthogonal au vecteur (0,−1, 2).

4. Trouver une base de P , puis une base orthonormale de P .

II. On dé�nit une application f : R2 → R comme suit :

f(x, y) =

 (x2 + y2) sin
( 1

x2 + y2

)
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

1. Montrer que limt→0 t sin( 1
t ) = 0, puis que f est continue sur R2.

2. Montrer que f est de classe C1 sur R2 \ {(0, 0)} et calculer ses dérivées partielles sur cet ensemble.

3. Montrer que f admet des dérivées partielles par rapport à x et y en (0, 0) et les calculer.

4. Montrer que f admet l'application linéaire nulle comme di�érentielle en (0, 0).

5. f est-elle de classe C1 sur R2 entier ?

On admettra que la quantité
1
x

cos
( 1

x2

)
n'a pas de limite quand x tend vers 0.

III. Soit f : R2 → R l'application dé�nie par f(x, y) =
sin(xy)√
x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

1. Montrer que f est continue sur R2, sachant que | sin t| ≤ |t| pour tout t ∈ R.

2. Montrer que f est de classe C1 sur R2 \ {(0, 0)}, en explicitant ses dérivées partielles.

3. Montrer que f admet des dérivées partielles nulles en (0, 0).

4. Quelle relation véri�erait f(x, x) si f était di�érentiable en (0, 0) ?

Déterminer lim
t→0

sin t

t
et en déduire que f n'est pas di�érentiable en (0, 0).


