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Rappels de cours. Soit n, p ∈ N∗ et ϕ : Rn → Rp une application continue.

� La distance euclidienne d'un point P = (xi)i ∈ Rn à l'origine O ∈ Rn est donnée par

d(O,P )2 =
∑n

i=1 x2
i .

� On dit qu'une partie A ⊂ Rn est bornée s'il existe un réel r tel que d(O,P ) ≤ r pour tout P ∈ A.

� Les parties compactes de Rn sont les parties fermées et bornées.

� Si O est une partie ouverte de Rp, alors ϕ−1(O) est une partie ouverte de Rn.

� Si F est une partie fermée de Rp, alors ϕ−1(F) est une partie fermée de Rn.

� Si K est une partie compacte de Rn, alors ϕ(K) est une partie compacte de Rp.

I. On pose E = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ |x|+ |y| ≤ 2} et f(x, y) =
1

x2 + y2
pour (x, y) 6= 0.

1. Dessiner E.

2. Montrer que pour tout (x, y) ∈ E on a |x| ≤ 2 et |y| ≤ 2.
En déduire que E est borné, puis compact.

3. Montrer que f est bien dé�nie et continue sur E.

Montrer que f : E → R est bornée et atteint ses bornes.

4. Calculer le maximum et le minimum de f sur E.

II. Les parties suivantes de R2 sont-elles ouvertes ? fermées ? bornées ? compactes ?

1. {(x, y) ∈ R2 | y2 = x(1− x)} 2. {(x, y) ∈ R2 | x2 + xy + y2 < 1}
3. {(x, y) ∈ R2 | cos(x2 + y2) < 1

2} 4. {(x, y) ∈ R2 | ∃ t ∈ [−1, 1] x = t2, y = t3}

III. On dé�nit des fonctions continues f , g : R2 → R par les formules f(x, y) = x2+y2 et g(x, y) = x2−y2.

1. Montrer que l'image réciproque de [0, 1] par f est bornée, mais pas celle de [0, 1] par g.

2. Exprimer sous forme d'intervalles les images directes de la boule ouverte B(0, 1) par f et g.

3. Montrer par des exemples que l'image réciproque d'un compact par une application continue peut

être compacte ou non compacte.

4. Montrer par des exemples que l'image directe d'un ouvert par une application continue peut être

ouverte ou non ouverte.

5. Soit A une partie fermée bornée de R2 et f : R2 → R2 une application continue.

Montrer que f(A) et f−1(A) sont fermées.

IV. Soit A =
⋃

n∈N∗
B′

(( 1
n

,
1
n

)
,
1
n

)
, où B′(P, r) désigne la boule fermée de centre P et rayon r dans R2.

1. Montrer que A est une partie bornée de R2.

2. Montrer que A n'est pas compacte.

V. Soit f : R2 → R l'application dé�nie par

f(x, y) =

{ ∣∣∣y
x

∣∣∣ ln
(
1 +

∣∣∣x
y

∣∣∣) si xy 6= 0

0 si xy = 0.



1. Montrer que O = {(x, y) ∈ R2 | xy 6= 0} est un ouvert de R2 et que f est continue sur O.

2. Montrer que, pour tout a 6= 0, la fonction f est continue en f(a, 0).

3. Calculer f(a, a) pour tout a. La fonction f est-elle continue en (0, 0) ?


