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EXERCICE 1. Soit a un réel positif.

a. Montrer par récurrence sur k qu’on a (14 a)* > 1+ ka pour tout entier k£ € N.
n—1
b. Montrer qu'on a (1+a)" —1=a Z(l + a)* pour tout n € N.
k=0
n(n —1)
2

d. Montrer qu’on a 1 + \/g > {/n > 1 pour tout n € N* en utilisant la question précédente.

c. En utilisant les deux questions précédentes, montrer qu’on a (14 a)” > 1+ a’ pour tout n € N.

e. En déduire la limite de {/n quand n tend vers linfini.

Remarques. Les inégalités de cet exercice se démontrent plus simplement lorsqu’on connait la formule du bindéme
de Newton :

(1+a)" = Z C’Sak,
k=0

n(n —1)

avec notamment C} =n, C2 = . Par ailleurs le résultat final de 'exercice s’exprime aussi sous la forme

L
lim —28" _ .
n—oo n

EXERCICE 2. Soit D C R, zg un point d’accumulation de D, f et g deux fonctions définies sur D telles que les

limites suivantes existent :
[= Jim f(z), m= lim g(z).

zeD xeD

a. Lire dans le cours et comprendre la démonstration du résultat suivant :

lim M = L
2w g(z)  m

lorsque g ne s’annule pas sur D et m # 0.

b. En imitant cette démonstration, montrer que

lim (f+g)(z)=1+m.

r—xg

xeD

c¢. De méme, montrer que
lim (f x g)(z) = Im.

r—>To

zeD

On pourra remarquer que f(x)g(z) —Im = (f(z) — Dg(z) + (g(z) — m)l, et on commencera par trouver
ag > 0 tel que |g(z)| < |m|+ 1 pour tout = € D tel que |x — zo| < ag.



