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Exercice 1. Pour tout nombre réel a on considère la forme quadratique qa : R3 → R dé�nie par

qa(x, y, z) = a(x2 + y2) + 2z2 − 2xy − 2xz + 2yz.

1. On se place dans le cas a = 1.
a. Montrer que q1 est positive mais pas dé�nie-positive.

b. Montrer que q1(x, y, z) ≥ z2 pour tout (x, y, z) ∈ R3.

c. Trouver un vecteur v = (x, y, z) non nul tel que q1(x, y, z) = 0.
2. On reprend le cas général.

a. En utilisant la question 1b, montrer que qa est dé�nie-positive lorsque a > 1.
b. Calculer qa(v) pour tout a, où v est le vecteur trouvé à la question 1c.

c. Pour quelles valeurs du paramètre a ∈ R la forme quadratique qa est-elle dé�nie-positive ?

3. On se place dans le cas a = 2.
La forme quadratique q2 est dé�nie-positive, on munit R3 du produit scalaire associé.

a. Donner l'expression du produit scalaire u · u′ pour u = (x, y, z) et u′ = (x′, y′, z′) ∈ R3.

On note (e1, e2, e3) la base canonique de R3, et P l'orthogonal de e3.

b. Écrire l'équation de P . Donner une base de P .

c. Déterminer une base orthonormale de P .

d. Déterminer le projeté orthogonal de e1 sur P .

Exercice 2. Soit E = R∗
+ × R∗

+ et f : E → R une fonction de classe C1.
On dé�nit une fonction g : E → R en posant

g(x, y) = f(u, v), avec u = xy et v =
y

x
.

1. Montrer que g est de classe C1.

2. Calculer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f .

3. On �xe (x, y) ∈ E2. Montrer qu'on a x
∂g

∂x
(x, y) = y

∂g

∂y
(x, y) si et seulement si

∂f

∂v

(
xy,

y

x

)
= 0.

Exercice 3. Pour tout réel strictement positif α on considère la fonction fα : R2 → R dé�nie comme suit :

fα(x, y) = |xy|α pour (x, y) 6= (0, 0), et f(0, 0) = 0.

Notons par ailleurs hα : R → R la fonction donnée par hα(t) = |t|α pour t 6= 0 et hα(0) = 0. On rappelle que hα

est dérivable en 0 si et seulement si α > 1.

1. On �xe α > 0. La fonction hα est-elle continue en 0 ? La fonction fα est-elle continue en (0, 0) ? Justi�er.

2. Montrer que fα admet des dérivées partielles par rapport à x et y en (0, 0), pour tout α > 0.
Calculer ces dérivées partielles.

3. On suppose que α > 1. Montrer que fα est di�érentiable en (0, 0), sans revenir à la dé�nition.

4. On suppose que α > 1
2 . Montrer grâce à la dé�nition que fα est di�érentiable en (0, 0).

5. On suppose que α ≤ 1
2 . Montrer que fα n'est pas di�érentiable en (0, 0).

On pourra pour cela considérer le comportement de fα sur la droite y = x.


