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FEUILLE N°6

Exercice 1. Calculer les dérivées partielles des fonctions de R? dans R définies par les expressions suivantes :

fi(z,y) = %_Fyz ; falz,y) = Logim + 22 +92); f3(z,y) = Log(tan g) :
falz,y) = (2y)*; fs(z,y) = % ; fola.y) = Log(1+ 2).

Exercice 2. Soit g : R? — R une application de classe C! et f : R? — R la fonction définie par

fla,y) =sin(z + g(y*, ).
Montrer que f est de classe C'! et calculer ses dérivées partielles en fonction de celles de g.

Exercice 3. Soit f: R? — R une application de classe C! et soit ¢ : R? — R ’application définie par

g(l"ayaz):f( 2—y2,y2—z2,22—x2).
Montrer que g est de classe C' et que pour tout réel ¢ on a

dg dg dg

—(t,t,t —(t,t,t —(t,t,t) = 0.
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Exercice 4. Soit f: R} x R} x R — R la fonction définie par f(z,y,z) = zY,
a. Montrer que la fonction f est de classe C'! et calculer les dérivées partielles de f.
b. Soit g : R} — R la fonction définie par g(z) = 2.
Montrer que g est dérivable et calculer ¢’(z) pour tout = > 0.
Exercice 5. Soit f:R? — R lapplication définie par f(z,y) = |z|sin(z? + y).
a. Montrer que f est continue sur R2.

b. En quels points de R? la fonction f admet-elle des dérivées partielles par rapport & x? & y ?

Exercice 6. Soit f: R? — R I'application définie par

932y
fay =] mre S @700

0 si (x,y) = (0,0).

Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0), que ’on calculera.
Est-elle continue en (0,0) 7

Exercice 7. Montrer & ’aide la définition que les applications suivantes sont différentiables en tout point :
fro(ey) —y+ay®, for(ny,2) —a® +ay+ 22

Expliciter la différentielle de f; en (1,0) et celle de f5 en (1,0,1).
hP k1
Indication : si p et q sont deux entiers tels que p+ q > 2, alors lim ——— =
(h)—(0,0) [|(h, E)|

Exercice 8. Montrer, en calculant des dérivées partielles, que les applications suivantes sont différentiables :
filz,y) =1 +2° +4?),  fo(z,y,2) = cos(zy) + zsin(z).

Expliciter la différentielle de f1 en (1,0) et celle de f> en (1,0, 7).



Exercice 9. Soit f : R? — R ’application définie par
w22 .
fay) =2 2+ > (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).
Montrer successivement :
— que f est de classe C* sur R?\ {(0,0)}, et calculer ses dérivées partielles,
— que f admet Papplication linéaire nulle comme différentielle en (0, 0),
— que f est de classe C' sur R2.
sin(zy)

Montrer que f est continue sur R?, sachant que |sint| < |[t| pour tout t € R.

Exercice 10. Soit f:R? — R lapplication définie par f(x,y) = si (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0.

Montrer que f est de classe C! sur R? \ {(0,0)}, en explicitant ses dérivées partielles.
Montrer que f admet des dérivées partielles nulles en (0, 0).
Quelle relation vérifierait f(x,x) si f était différentiable en (0,0)?

e o Top

sint
Déterminer lim —~ et en déduire que f n’est pas différentiable en (0, 0).

t—0

Exercice 11. On pose U = {(z,y) € R? | y # 0} et on définit une application f:R? — R par

2gin (L si (z
f(:ay):{ V() 8 v
0 si (x,y) ¢ U.

a. Montrer que U est un ouvert de R? et que f est de classe O sur U.
b. Montrer que f est continue sur R2.

c. Montrer que f a des dérivées partielles en tout point de R2.

d. Montrer que f est différentiable en tout point de R2.

e. Montrer que f n’est pas de classe C' sur R?.

Exercice 12. Soit f la fonction de R? dans R définie par f(z,y) = |2° — y3|?/.
a. Montrer que f est définie et continue sur R2.
b. Soit Uy = {(z,y) € R? | 23 —y3 > 0} et Uy = {(x,y) € R? | 2% — 3> < 0}.
(i) Montrer que U; et U, sont des ouverts de R?.
(ii) Montrer que g est de classe C! sur U; et Us.

c. Montrer que g n’est pas différentiable en (1,1).

Exercice 13. Soit f : R? — R l'application définie par

sin 2% — siny3

fla,y) = a2 4y
0 si (z,y) = (0,0).
a. Montrer que f est de classe C! sur R? \ {(0,0)}.

b. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0) et les calculer.

0
c. Calculer —f(x, x) pour tout x # 0 et en déduire que f n’est pas de classe C* sur R2,

ox

d. En considérant f(z, —z), montrer que f n’est méme pas différentiable en (0, 0).



