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ANALYSE 5 : DIFFERENTIABILITE

Corrigé de I’exercice 11.

a. On a U = g~ }(R*) avec g(z,y) = y. L’application g est continue car c’est un polynéme, et R* est un
ouvert de R, donc U est un ouvert. Sur U, la fonction (x,y) — % est continue car c¢’est un quotient de
polynémes et son dénominateur ne s’annule pas. En composant avec la fonction sin, qui est continue, puis

en multipliant par le polynéme y, on obtient f, donc f est continue sur U.

b. D’aprés a., il reste & montrer que f est continue en (a,0), pour tout a € R. Fixons un tel a et remarquons
que par définition de f on a f(a,0) = 0.
Siy=0ona f(r,y) =0,etsiy#0:

| f(z,y)| =

% sin (l)’ <y? car [sin(t)| <1 pour tout t.
Y

On a donc dans tous les cas |f(z,y)| < y*. Comme la fonction (z,y) — 32 est continue sur R? et nulle
en (a,0) on a lim(y ) (a,0) y? = 0. Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim ;) (a,0) f(2,9) =0 =
f(a,0), ce qui montre que f est continue en (a,0).

c. D’aprés a., il reste & montrer que f admet des dérivées partielles en (a,0) pour a € R fixé. On étudie pour
cela des taux d’accroissement :

g(a,O):limM:hmo_O:O, ot

Ox z—a r—a T—a T —a
of o flay) = fa0) o wisin(§) -0 ey
oy (@0 = Jim TSRS < lim e — limysin () =

car [ysin(§)| < y et limy_oy = 0.

d. D’aprés a., il reste & montrer que f admet une différentielle en (a,0) pour a € R fixé. Cette différentielle L est
nécessairement donnée par les dérivées partielles trouvées a la question précédente : L(h, k) = hx0+kx0 =
0. Donc f est différentiable en (a,0) si et seulement si il existe une application ¢ : R> — R qui tend vers 0
en (0,0) et telle que :

Fla+hk) = £(a,0)+ L(h, k) + | (h, B)l|e(h k) = [ (b, )<, ).

On a nécessairement e(h, k) = f(a + h,k)/||(h, k)||, et la limite de cette quantité en (0,0) est bien nulle
d’aprés la majoration suivante :

h k2 h? + k2
’Sin (%)‘ < < + =/ h?+ k2

e(h, k)| = <
0l Vh2+ k2~ VhE+k?

k2
C VRE A R?
e. D’apreés a. et c., f admet des dérivées partielles sur R? entier et elles sont continues sur U. Si f n’est pas
de classe C1 sur R?, cela ne peut donc étre qu’d cause de la non-continuité d’une des dérivées partielles en
un point de la forme (a,0).
Calculons la dérivée partielle de f par rapport a y sur U :

0 —x
l(xay) = 2y X sin (E) + y2 X COs (E> X 7; = 2ysin (E) — T CoS (E)’
0y y y/ oy y y

et en particulier g(l,y) = 2ysin (l) — cos (l)
Ay ’ y
Quand y tend vers 0, le premier terme tend vers 0 car il est majoré en valeur absolue par 2|y|. Par contre
le second terme n’a pas de limite car il oscille de plus en plus rapidement entre —1 et 1. Cela montre que
la dérivée partielle de f par rapport a y n’a pas de limite en (1,0), donc f n’est pas de classe C*.
On peut vérifier en revanche que la dérivée partielle par rapport & x admet 0 comme limite en tout point

de la forme (a,0), ce qui coincide avec la valeur trouvée en c. : cette dérivée partielle est donc continue sur
R? entier.



