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Question de cours.

Soit E un espace vectoriel normé.
Montrer qu'une forme linéaire ϕ ∈ E∗ est continue ssi son noyau est fermé.

Exercice 1. On note B̄ = B̄(0, 1) la boule unité fermée de R2 relative à la norme N∞ : (x, y) 7→
max(|x|, |y|). On considère le système d'équations

(S)

{
6x = 1− x2 + 3y,
6y = x+ 2y2.

1. Représenter B̄ et montrer que B̄ est un espace complet pour la distance induite par N∞.

2. Écrire le système (S) sous la forme d'un problème de point �xe (x, y) = f(x, y).
Montrer que f est uniformément strictement contractante sur B̄.
En déduire que (S) admet une solution unique dans B̄.

3. Montrer que (S) admet au moins deux solutions dans R2.
L'application f est-elle uniformément strictement contractante sur R2 ?

Exercice 2. On �xe un entier naturel n ∈ N∗ et on note SLn(R) ⊂ Mn(R) le sous-ensemble des
matrices dont le déterminant est égal à 1. On munit Mn(R) de la norme ‖(aij)ij‖ = maxij |aij |.

1. Montrer que SLn(R) est un fermé de GLn(R).

2. On �xe A ∈ SLn(R). Calculer det(tA) pour tout t > 0.
Dire pourquoi l'application f : R∗+ →Mn(R), t 7→ tA est continue.

3. Montrer que le complémentaire de SLn(R) est dense dans Mn(R).

4. SLn(R) est-il compact ?

suite au verso



Exercice 3. On note E l'espace des fonction continues f : [−1, 1] → R, muni de la norme de la
convergence uniforme ‖f‖ = supt∈[−1,1] |f(t)|. On considère les sous-espaces suivants de E :

F =
{
f : [−1, 1]→ R paire

}
,

G =
{
P : [−1, 1]→ R polynômiale},

H =
{
P : [−1, 1]→ R polynômiale et paire

}
.

1. Rappeler quel théorème permet de montrer que G est dense dans E.

2. Montrer que F est fermé dans E.

3. Soit f un élément de F , et (Pn)n une suite d'éléments de G qui converge vers f .

a. On pose Qn(t) = 1
2(Pn(t) + Pn(−t)). Montrer que (Qn)n converge vers f dans E.

b. Montrer que H est dense dans F .

4. On recherche les fonctions f ∈ E véri�ant la propriété

(I) ∀n ∈ N
∫ 1

−1
f(t)t2ndt = 0.

a. Montrer que si f est paire et véri�e (I) alors f = 0.

b. Montrer que les fonctions véri�ant (I) sont les fonctions impaires.

Exercice 4. Soit (E, d) un espace métrique.
Rappelons que pour a ∈ E et F ⊂ E on note d(a, F ) = inf{d(a, x) | x ∈ F}.

1. Soit a un point de E et F une partie compacte de E.

a. Montrer que la fonction f : F → R, x 7→ d(a, x) est minorée et atteint son minimum.

b. Montrer qu'il existe b ∈ F tels que d(a, b) = d(a, F ).

2. On suppose que E est un espace vectoriel normé de dimension �nie.
Soit a un point de E et F une partie fermée de E.

a. On �xe r > d(a, F ) et on pose F ′ = F ∩ B̄(a, r).
Montrer que F ′ est compact et que d(a, F ) = d(a, F ′).

b. Montrer qu'il existe b ∈ F tel que d(a, b) = d(a, F ).

On va maintenant montrer que le résultat démontré aux questions 1b et 2b n'est plus nécessairement
vrai si F est un fermé dans un espace vectoriel normé de dimension in�nie.

On dit qu'un espace métrique F est uniformément discret s'il existe α > 0 tel que d(x, y) > α pour
tous x 6= y dans F .

3. Soit (xn)n une suite de Cauchy dans un espace uniformément discret.

a. Montrer que (xn)n est constante à partir d'un certain rang.

b. Montrer qu'un espace uniformément discret est complet.

4. Soit E l'espace des fonctions f : N∗ → R bornées, muni de la norme ‖f‖ = supk∈N∗ |f(k)|.
Pour n ∈ N∗ on considère l'élément fn ∈ E donné par fn(k) = 0 pour k 6= n, et fn(n) = 1 + 1

n .
On pose F = {fn | n ∈ N∗} ⊂ E.

a. Montrer que F est uniformément discret pour la distance induite par la norme de E.

b. En déduire que F est une partie fermée de E.

c. Déterminer la distance d(a, F ), où a = 0 ∈ E est la fonction nulle. Conclusion ?


