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Espaces métriques
Examen partiel — Devoir a la maison

A rendre pour le lundi 26 novembre 13h30 — Facultatif

Choisir I'un des deux exercices seulement, en suivant la régle suivante :
on peut choisir ’exercice 1 si on a eu 4 points ou moins a cet exercice;
on peut choisir ’exercice 2 si on a eu 5 points ou moins & cet exercice.
La qualité des raisonnements et de la rédaction sera primordiale.

Exercice 1. On considére l’espace vectoriel £ = R™ muni de sa base canonique (e, ..., ey).
On considére sur E la norme Ni(z1,...,2,) = Y~ |;| et une norme quelconque N : E — R.
Pour f € L(E) on note P(f) = || f||ny,—n~ la norme d’opérateur de f relativement & Ny et IV, et on pose

N'(f) =21 N(f(ei))-
1. Montrer que N’ est une norme sur L(E).
2. a. Montrer que pour tout vecteur (z1,...,2,) € E ona N(f(z1,...,2,)) < N'(f) Dy |zil-
b. Montrer que pour tout f € L(E) on a P(f) < N'(f) < nP(f).
3. Dans cette question on montre que les inégalités de la question 2b sont optimales.

a. Soit v € E tel que N(v) = 1. On considére ’endomorphisme f : E — E donné par f(e;) = v pour
tout ¢ = 1,...,n. Déterminer N'(f) et P(f).

b. On considére ’endomorphisme p : E — E donné par p(z1,x2,...,z,) = (1,0,...,0).
Déterminer N'(p) et P(p) en fonction de N(eq).
4. Dans cette question on étudie un cas particulier. On prend n = 3 et N = Ny donnée par

No(x,y,2) = /22 +y? + 22

On considére f : R3 — R? définie par la formule f(z,y,2) = (3y, 3z + 2,2 + 32).
Montrer que P(f) = /10 et déterminer N'(f).

Correction.

1. Si N'(f) = 0, la somme de termes positifs » ;" | N(f(e;)) est nulle, donc N(f(e;)) = 0 pour tout
i. Comme N est une norme, cela implique f(e;) = 0 pour tout i. Comme f est linéaire et (e;); est
génératrice, on a donc f = 0. Inversement si f = 0 on a clairement N’(f) = 0. On a de plus

= ZN(Af(em = Z IAIN(f(e) = | ZN(f(em = [AIN'(f) et

N'(f+g) = ZN (€:) + g(ei)) <Z N(g(e:))) = N'(f) + N'(9)

en utilisant le fait que les deux axiomes correspondant sont vérifiés par N. On a donc montré que
N’ est une norme.



2.a. Ona (x1,...,2,) = Y1y z;¢; donc, d’apres I'inégalité triangulaire :

N1, own)) = N (D wif(en)) < Il N (e
i=1 1=1

Par ailleurs N'(f) > 211, o] = 27— [2i|N(f(e;)), ce qui est plus grand que I'expression précé-
dente car on rajoute les termes positifs |z;| N (f(e;)) avec i # j.

b. L’inégalité de la question précédente s’écrit aussi N(f(v)) < N'(f)Ni(v) pour tout v. Cela montre
bien que P(v) < N'(f), car P est la norme d’opérateur associée & Ny et N.
Pour la méme raison, on a N(f(v)) < P(f)Ni(v) pour tout v, et en particulier N(f(e;)) <
P(f)Ni(e;) = P(f) pour tout i. En sommant sur ¢ on obtient N'(f) < nP(f).

3.a. Ona N'(f) =>"" 1 N(f(ei)) = D1y N(v) = n, par définition de f. D’autre part ona f(z1,...,2,) =

Yim wif (ei) = (323 wi)v, donc

N(f(:vl,...,xn)):‘ Y

=1

_‘le

par l'inégalité triangulaire. Cela montre que P(f) < 1. Par ailleurs on a N(f(e1)) = N(v) =1 et
Ni(e1) = 1 donc P(f) > 1, et finalement P(f) = 1.

b. On a N'(p) = N(p(e1)) +---+ N(p(en)) = N(e1) +0+---0 = N(ey). D’autre part

< Ni(x1,...,20)

Np(1,-..,20)) = N(21,0,...,0) = |z1|N(e1) < (Zmy) — Ni(21, ..., 22)N(er).

Cela montre que P(p) < N(ep). Par ailleurs N(p(e1)) = N(e1) et Ni(ey) =1 donc P(p) > N(eq),
et finalement P(p) = N(ey).

4. On a, pour tout (x,y,2) € R :

(3y)2 + 3z + 2)% + (x4 32)% = 102% + 9% + 1022 + 1222
< 1022 + 10y? + 1022 + 20|x2| + 20|zy| + 20|yz|
< 10(2] + [y] + |2])*
donc, en prenant la racine carrée, No(f(x,y,2)) < V10N;(z,y,z). Cela montre que P(f) < V10.

Par ailleurs No(f(1,0,0)) = \fO et Ni(1 ,(; 0) = 1 donc en fait P(f) = v/10. Enfin on calcule
N'(f) = Na(£(1,0,0)) + Na(£(0,1,0)) + Na(£(0,0,1)) = 3 + 2//10.



Exercice 3. On considére 'espace vectoriel £ = C([0,7],R) des fonctions réelles continues définies sur
[0, 7]. Pour f € E on pose

Nalf) = sup [FO] et P(f)= [ |sin(o) ().

te[0,n]

1. Montrer que P est une norme sur F.

2. Les normes Ny et P sont-elles équivalentes ?
On pourra considérer les fonctions fp, : t — t" /7.

On considére les applications linéaires S et D : E — E définies par

S =t f(r=1t) et D(f) = [f(t/2)).

3. Montrer que S est un opérateur borné relativement a Ny, (au départ et a l'arrivée).
Déterminer la norme d’opérateur ||S|| correspondante.

4. Montrer que S et D sont des opérateurs bornés relativement a P (au départ et a Darrivée).
Montrer que la norme d’opérateur ||D|| relative & P est comprise entre 1 et 4.
On considére la forme linéaire ¢ : E — R, f— [ cos(t) f(t)dt.
5. Montrer que ¢ est une forme linéaire bornée relativement a N
6. La forme linéaire ¢ est-elle bornée relativement a P 7?7
On pourra considérer les fonctions gy, : t — (cost)™. On admettra que W, = \/ﬁfoﬂ/Z(cos t)"dt tend
vers \/7/2 quand n tend vers +oo (intégrales de Wallis).

Correction

1. On a clairement P(0) = 0. Soit f € E une fonction telle que P(f) = 0. Comme (¢t — |sin(¢)f(t)])

est positive et continue, le fait que l'intégrale P(f) s’annule entraine que sin(t)f(t) = 0 pour tout

€ [0,7]. Comme sin(t) # 0 pout ¢t € ]0,7[, on en déduit que f(¢t) = 0 pour t € |0, 7[. Mais f est
continue, on doit donc avoir f(t) = 0 pour tout ¢t € [0, 7], ¢’est-a-dire f = 0 dans E.

On a par ailleurs :

PO = [ sm(OAf@OI = [ Isin@)f@)lde = NP et

P(f+g)Z/Oﬂlsin(t)(f(t)Jrg(t))dtS/0 (Isin(2) f ()] + | sin(t)g(t)[)dt = P(f) + P(g),

d’aprés l'inégalité triangulaire dans R et la positivité de I'intégrale.

2. Comme f, est positive et croissante sur [0,7], on a Noo(fn) = fn(m) = 1. Par ailleurs, comme

|sin(t)] < 1ona
Pl < [0l = [" D=

Si P et No, étaient équivalentes, il existerait une constante K telle que Noo(fy,) < K P(f,) pour tout
n. Cela donne 1 < K7 /(n+1) ce qui est absurde car le membre de droite tend vers 0 quand n — oc.
3. Sit e [0,7],alors m —t € [0, 7], donc |f(m —t)] < Noo(f). En prenant le sup on obtient Noo (S(f)) =
supjo - | f(m—1)| < Noo(f), ce qui montre que S est borné et ||S|| < 1. Par ailleurs si 1 est la fonction
constante égale a 1 on a S(1) =1, ce qui implique que ||S|| > 1. Finalement on a donc ||S|| = 1.




4. En posant s =7 — t on obtient

P(S(f)) = /0 " sin(t) fx — t)ldt = /0 " Jsin(r — )£(s)|ds = P(f),

car sin(m — s) = sin(s). Cela montre directement que ||S|| = 1 relativement & P. Pour D on utilise
le changement de variable t = 2s :

T /2
P(D(f)) = /0 [sin(t) (t/2) dt = 2 /0 |sin(2s) £ (s)|ds
w/2

w/2
= 4/0 | cos(s)sin(s)f(s)|ds < 4/0 |sin(s) f(s)|ds
< 4/07r |sin(s) f(s)|ds = 4P(f).

Cela montre que D est borné et ||D|| < 4. Par ailleurs si 1 est la fonction constante égale & 1 on a
D(1) =1, ce qui implique que ||D]| > 1.

5. On a, pour tout f € E :

oDl =| [ costofta] < [ Teostsold < [ Nt = mNu )

Cela montre que la forme linéaire ¢ est bornée relativement & Ny (et ||¢|| < 7).

6. On commence par calculer P(g,). On a, en posant s =7 —t :

T w/2 /2
/ | sin(t)(cost)"™|dt = / |sin(m — s)(cos(m — s))"|ds = / | sin(s)(cos s)"|ds,

/2 0 0

car sin(r — s) = sin(s) et cos(m — s) = — cos(s). Comme sinus et cosinus sont positifs sur [0,%], on

2
en déduit :

™

/2 /2
P(gn) _/0 | sin(t)(cos t)”dt—i—/ | sin(t)(cost)™|dt = 2/0 sin(t)(cost)™dt.

/2
On pose alors s = cost, ds = —sin(t)dt et on obtient :
! 2
P(gn) = 2/0 s"ds = o

D’autre part pour n impair on calcule ¢(g,) a laide des intégrales de Wallis. En effectuant le méme
découpage de l'intervalle [0, 7] que précédemment on a en effet :

T 7r/2 2W
= cost)?kt2qt = 2/ cost)?kt2qt = L 2k42
Plocir) = [ (eost [ eost) s

Si ¢ était bornée relativement a P il existerait une constante K telle que ¢(gor+1) < KP(gax+1)
pour tout k. Cela s’écrit

Wose _ 2K _ . K
% +2 " 2k+2 W=kt 2

ce qui contredit le fait que Wog4o tend vers y/7/2.




