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[Familles libres, génératrices|

Exercice 1. Les vecteurs u € F suivants sont-ils combinaisons linéaires des vecteurs v; 7
a. E=R%* u=(1,2), v; = (1,-2), v = (2,3);
b. E=R3 u=(253), v; = (1,3,2), s = (1,—1,4);
c. E=R3 u=(3,1,m), v1 = (1,3,2), va = (1,—1,4) (on discutera selon les valeurs de m).

Exercice 2. Les familles suivantes de vecteurs de R3 sont-elles libres ?
Si ce n’est pas le cas, former une relation linéaire liant ces vecteurs :

a. :(101)etx2:(1,2,2);

b. 1 =(1,0,0) et o = (1,1,0) et 23 = (1,1,1);

c. 1= (1,2, 1) et xo = (2,1,—1) et 3 = (1,—-1,-2);
d. z1 =(1,-1,1) et 22 = (2,—1,3) et z3 = (—1,1,—1).

Exercice 3. Dans chacun des cas suivants, les familles données sont-elles des familles libres ?
a. u=(1,2,3),v=(1,-4,6);
b. u=(1,2,-1), v=(1,0,1), w = (-1,2,-3);
c. u=(1,2,1,0),v=(-1,1,1,1), w = (2,—-1,0,1), t = (2,2,2,2).
d. On considére les 3 polyndémes P; donnés par :
P(X)=1, P(X)=2X +3X2% P3(X)=3X — X2+ X3
e. On considére les 3 fonctions définies sur R par :
filz) =e7", fo(@) =1, f3(z) =
f. On considére les 3 polynoémes @); donnés par :

Q1(X) =X — 1, Q2(X) = X? - X + 1, Q3(X) = 2X>.
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Exercice 4. Dans R? on considére les vecteurs u = (1,—1,4), v = (1,2,3) et w = (1,1, 2).
Montrer que (u,v,w) est une famille génératrice de R®.
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Exercice 5. Les vecteurs suivants de R? sont-ils linéairement indépendants ?
a.u=(2,1,1),v=(1,3,1), w=(-2,1,3);
b. v =(1,0,3), v=(0,1,2), w = (2,-3,0);
c.u=(2,1,1),v=(1,2,1), w=(1,1,2).

[Bases, dimension|

Exercice 6. Soit £ = {(z,y,2) € R3 |z +y + z = 0}.
Montrer que E est un sous espace vectoriel de R3. Donner une base de F et sa dimension.

Exercice 7.
a. Dans R3, soient u = (—1,1,1), v = (1,—1,1).
Montrer que la famille (u, v) est libre et la compléter en une base de R3.
b. Dans R*, soient v = (1,1,1,1), v = (—1,1,1,1).
Montrer que la famille (u, v) est libre et la compléter en une base de R%.



Exercice 8. Pour chacun des ensembles suivants, vérifier qu’il s’agit d’espaces vectoriels et en donner une base :

A ={(2,y,2) € R’ | 2 + 2y + 22 = 0},
z,y,2) ER® |y+2=0et z =0},
a+bb—a,a+b)a,beR},

a,2a,a),a € R}.
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As ={
A = {
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Donner la dimension de chacun de ces espaces vectoriels.

Exercice 9. On considére les matrices :

1 0 0 1 0 0 0 -1
wi=(op) =1 4) m=(5 1) m=(5 )
La famille (M, My, M3, My) est-elle une base de My (R)?

Exercice 10. (devoir 2002) On note e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), es = (0,0, 1) les 3 vecteurs de la base canonique
(e1,e2,e3) de R3. On pose vy = 2e;1 + g + €3, v2 = €1 + 2e3 + e3 et vz = e1 + ez + e3.

a. Ecrire v1,vs et v3 sous forme de triplets de coordonnées.
b. Montrer que la famille (v1,v2,v3) constitue une base de R3.

c. Déterminer les coordonnées dans la base (v1, v, v3) du vecteur w tel que w = 2e; + e3.

Exercice 11. On considére les familles de vecteurs By, By suivantes dans R :

B, = ((1» 1, 1)7 (L _17 1)a (1’ 17 _1)),
By =((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)).

a. Montrer que B; et By sont des bases de R3.

b. Soit X le vecteur de coordonnées (z,y,2) dans la base B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) de R3. Donner les coor-
données de X dans la base B; en fonction de x, y, z.

c. Donner les coordonnées de X dans la base By en fonction de x, y, z.

Exercice 12. Montrer que les vecteurs u; = (0,1,1), us = (1,0,1) et u3 = (1,1,0) forment une base de R>.
Trouver les coordonnées dans cette base du vecteur v = (1, 1,1). a,1,1)/2

Exercice 13.

a. Montrer que les vecteurs u; = (—1,2,3), ug = (1,—2,3) et uz = (1,2, —3) forment une base de R3. Décomposer

dans cette base le vecteur u = (1,1,1). (5,8,9)/12

b. Montrer que les vecteurs v; = (0,1,1,1), vo = (1,0,1,1) et v3 = (1,1,0,1) et v4 = (1,1, 1,0) forment une base
de R*. Décomposer dans cette base les vecteurs u = (1,1,1,1) et v = (1,0,0,0). (1,1,1,1)/3, (=2,1,1,1)/3
Exercice 14. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels suivants de R? : y = 21, B3

E = Vect((2,4,0), (0,0,2), (1,2, —2)),
F = Vect((2,4,0),(0,0,2),(2,2,0)).

Exercice 15. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels suivant de R*.
a. By = Vect(uy, ug, us,uq) avec up = (1,2,-3,4), us = (2,4,-5,9), uzs = (-2,—1,3,1), ug = (3,0, —1,—4). rangs,

5uj — 2ug + 2ug +ug =0

b. By = {(11,x2,$3,$4) € R* | T =229 —T3,T4 = T1 + X2+ :Eg}. (2,1,0,3),(—1,0,1,0)

Exercice 16. (devoir 4, 2010)
a. Qu’appelle-t-on rang d’une famille de vecteurs ?
b. Soit (u1,us, us,us,us) la famille de vecteurs de R® définie par :

uy = (1,0,2,1,2), up = (1,2, —1,-1,0), us = (2,1,0,0,1), ug = (0,1,1,0,1), us = (3,4,0,—1,2).

Quel est le rang de la famille (ug,ug, ug, uq, us) ?
Soit F' = Vect(u1,uz, us, u4, us). Donner une base de F.



Exercice 17. (devoir 4, 2011)
a. Qu’appelle-t-on rang d’une famille de vecteurs ?

b. Soit (uy,us,us,us, us) la famille de vecteurs de R® définie par :
Uy = (1?0707172)3 Uz = (13()’ 1’170)3 uz = (27 71,07473% Uy = (Oa 717713271)7 Us = (2717230a 1)

Quel est le rang de la famille (uq,ug, us, ug, us) ?
Soit F' = Vect(uy, u2,us, ug, us). Donner une base de F.

[Sommes et intersections de sous-espaces|

Exercice 18. Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R* définis par :

F ={(a,b,c,d) € R* | b—2c+d =0},
F ={(a,b,c,d) €R*|a=det b=2c}.

Donne une base de F', de G et de F'NG. En déduire que F + G = R%.

Exercice 19. Dans R3, soient u; = (1,0,0), uz = (0,1,0), v; = (0,1,1) et vo = (1,0, 1).
On pose F' = Vect(uy,us) et G = Vect(vy, v2). Déterminer F N G.

Exercice 20. On considére dans R* les vecteurs suivants :

U1 = (173a _272)7 Vg = (2a 77_576)a V3 = (1527_170)7
wi = (1,3,0,2), ws=(2,7,-3,6), ws=(1,1,6,—2).

Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par (v1,v2,v3) et G celui engendré par (wq, ws, w3).

a. Montrer que vs est une combinaison linéaire de vy et vo. En déduire une base de F. v3 = 3v; — vy
b. Montrer que w3 est une combinaison linéaire de w; et wo. En déduire une base de G. w3 = 5wy — 2wo
c. Montrer que la famille (vy, va, w1, ws) est liée. En déduire une base de F' + G. w1 — vy — wy + wy = 0, rang 3
d. Soit E = {(x1, 72, 23,24) € R3 | 421 — 229 + 24 = 0}. Donner une base de E. (,1,0,0,-4),(0,1,0,2), (0,0, 1,0)

e. Montrer que F'+ G = E. La somme est-elle directe ? Quelle est la dimension de FNG?

Exercice 21. (devoir 4, 2012)
On note (e, e, e3,e4) la base canonique de £ = R*, et on considére les vecteurs suivants de E :

u; = (1,-1,0,0), ug = (2,2,0,—-1), v;1 =(—=2,0,1,1), vo = (0,2,1,0).

On pose F = Vect(u1,us), G = Vect(vy,v2) et H = {x,y,2,t) € R* | 2 =t = 0}.
a. Montrer que les familles (u1,us2) et (vi,v2) sont libres.
b. Déterminer le rang de la famille (uy,us,v1,v2).

c. A Taide des questions précédentes, déterminer dim F, dim G et dim(F + G).
La somme F + G est-elle directe ? Calculer dim(F N G).

d. Montrer que us appartient & G, et en déduire une base de F N G.

e. Vérifier que G et H sont en somme directe.
En déduire que (vq,v9,€1,€2) est une base de R*, et donner un supplémentaire de G.

Exercice 22. (examen, 2012, session 1) On considére les sous-ensembles suivants de R* :
F={(r+2t,r+s+t,r+2s,t—s)|rsteR} G=A{(z,y,2z,t) | v +y— 22—t =0}

a. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R*.

b. Montrer que les vecteurs suivants forment une famille génératrice de F :
uv=(1,1,1,0), v»=1(0,1,2,-1), w=(2,1,0,1).

Déterminer la dimension de F' et une base de F'. F — Ru ® Rv — Ru @ Rw — Rv @ Rw.
¢. Déterminer la dimension de G et une base de G. dim G = 3

d. Rappeler la formule permettant de calculer dim ' N G en fonction des dimensions de F'; G et F + G. Sans
déterminer F'4+ G ni F NG, en déduire que dim F NG > 1.



Exercice 23. (examen, 2012, session 2)
On considére le sous-ensemble suivant de R* :

F={(z,y,2,t) |lz+y—2—t=0 et 2z +y—2z=0}.

a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R*.
b. Déterminer une base de F. F =R(—1,2,0,1) + R(0,1,1,0)

c. On considére les vecteurs suivants de R? :
uv=(1,1,1,0), »=(1,2,1,1), w=(1,0,1,-1).

Déterminer le rang de la famille (u,v,w). 2

d. On note G le sous-espace engendré par la famille (u,v,w).
On admet que F et G engendrent R*.

(i) Rappeler la formule permettant de calculer la dimension de F'N G en fonction des dimensions de F, G et
F+G.

(i) Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires de R*.

[Applications linéaires : injectivité, surjectivité]

Exercice 24. Soit f une application linéaire de R®> dans R?® définie par
f(z1, 22,23, 24, 25) = (1 + T2 + 23,71 — T4 + 5, T2 + T3 + T4 — T5).

a. Déterminer une base de Ker f et la compléter en une base de R5. ((—1,1,0,0,1). (1. =1,0,1,0,0, (0, =1, 1,0, 0)), rajouter (c1 . e3)

b. Déterminer une base de Im f et la compléter en une base de R3. ((1,1,0), (1,0,1)), rajouter e;

Exercice 25. Soit (e1, 2, €3, e4) la base canonique de R*. On pose u; = (1,0,1,0), ug = (—1,1,0,1), uz = (0,—1,1,0),
ug = (—1,1,1,1). On définit Iapplication linéaire f en posant f(e1) = u1, f(e2) = uz, f(es) = us, f(es) = uq .
a. Soit u = (z,y, 2,t) € R*, déterminer f(u).

b. Montrer que f est une bijection de R* dans lui-méme. On expliquera la méthode choisie et on citera les propriétés
utilisées.

Exercice 26. On travaille dans R3[X], espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou égal a 3.
a. Donner une base et la dimension de R3[X].

b. On définit les polynomes P;, Pp, P3, Py en posant P (X) = 1, Po(X) = 2X , P3(X) = -2+ 4X?, Py(X) =
—12X + 8X3. Montrer que la famille (P;, Py, P3, P;) est une base de R3[X].
c. Quelles sont les coordonnées du polynome X2 +2X — 1 dans la base (P, P», P3, Py) ? (1/2,1,1/4,0)
d. On définit une application f : R3[X] — R3[X] en posant f(P) = Q ou Q est le polynoéme défini par Q(X) =
XP'(X) - P(X).
(i) Soit P € R3[X] tel que P(X) = aX3 +bX? + cX +d.
Calculer f(P). En déduire f(P). F(P) = 2aX3 £ bX2 —d, f(Py) =0
(ii) L’application f est-elle injective ? Déterminer Ker f (on donnera une base de Ker f et sa dimension). vees x

(iii) Peut-on conclure sans calculs si f est surjective ou non ?
Que vaut dim(Im f) ? Donner une base de Im f.

Exercice 27. (devoir 2008) On pose u; = (1,1,—1,1), us = (1,1,—1,-1), ug = (-1,1,1,1), ug = (—1,1,1,-1).
a. Rappeler la définition du rang d’une famille de vecteurs.
b. Déterminer le rang de la famille (uq, us, us, uq). 3
c. Soit (e1, €2, 3, €4) la base canonique de R* et soit f ’application linéaire définie par f(e;) = u; pouri € {1,2,3,4}.
(i) On pose u = (z,y, z,t) . Déterminer f(u).
(ii) Calculer f(ua).

(iii) L’application f est-elle injective ?

Déterminer une base de Ker f. Que vaut dim(Ker f)? Ker f = R(1, —1, -1,1)
(iv) L’application f est-elle surjective ?

Déterminer dim(Im f).

Déterminer une base de Im f.



Exercice 28. (devoir 4, 2011)
On travaille dans R* .

a. Donner (sans démonstration) la base canonique et la dimension de R*.
On appellera B = (e, €2, €3,€4) cette base canonique.

b. On définit les vecteurs ui, us, us, us €n posant
Uy = (72, 717 130)7 Uz = (717*]-’()3 1)7 Uus = (071707 72), Uy = (1,0,71, 71)-

Montrer que la famille (u1,us2,u3,u4) est une base de R*.

c. Quelles sont les coordonnées du vecteur u = (0, —2, —1, —2) dans la base (u1, ug, us, ug)? (2.-1,-1,3)
d. On définit 'application linéaire f de R* dans R* en posant f(z,y,2,t) = (x —y+2,y+2+1t,0,2+y+ 3z +2t).
(i) Calculer f(uy) et f(ug). Flur) = flug) =0

(ii) L’application f est-elle injective ? Déterminer Ker f : on donnera une base de Ker f et sa dimension.
Déterminer un supplémentaire de Ker f dans R*. Ker f = Vect(uy, ug)

(iii) Calculer f(er1), f(e2), f(es), f(ea).
Soit F' = Vect(f(e1), f(e2))-

(iv) Montrer que f(eg) € F et f(€4) e F. Fles) = 2f(e1) + flea) et fleq) = f(e1) + F(ea)
(v) Soit v € R montrer que f(v) € F. En déduire que Im f = F.

Exercice 29. (devoir 2009) On travaille dans R3[X], espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 3.
a. Donner une base et la dimension de R3[X].
b. On définit f de R3[X] dans R3[X] en posant f(P) =3P — P’, ou P’ désigne le polynome dérivé de P.
c. Soit P € R3[X] tel que P(X) = aX? +bX? +cX +d.
Calculer f(P).
d. L’application f est-elle surjective ? Déterminer Im f (on donnera une base de Im f et sa dimension).

e. Peut-on conclure sans calculs si f est injective ou non ?

Que vaut dim(Ker f)?

Vérifier que si P3(X) = X3 alors f(P) = 0. Que peut-on en déduire ?
f. Montrer que R3[X] = Ker f & Im f.

Montrer que la restriction de f a Ry[X] est une bijection.

Exercice 30. (devoir 2009) Soit (e1,ea,e3) la base canonique de R®. On pose u; = (0,—1,1) , uz = (=1,0,2) ,
us = (1, —1,0). On définit application linéaire f en posant f(e1) = u1, f(e2) = ua, f(ez) = us.
a. Soit u = (z,y,z) € R3, déterminer f(u).
b. Montrer que f est un isomorphisme (c’est & dire une application linéaire bijective) de R? dans lui-méme. On
expliquera la méthode choisie et on citera les propriétés utilisées.

Exercice 31. (devoir 3, 2012)
On définit I'application f de R? dans R? par f(a? Y)
On définit les deux vecteurs suivants de R? : v; = (1,

= (3z — 2y, 4z — 3y).
1) et vog = (—1,-2).

Donner la définition d’un endomorphisme de R2.

S

Montrer que f est un endomorphisme de R2.
Calculer le noyau de f.
Montrer que (v, v2) est une base de R2.

Calculer f(v1) ainsi que f(v2) en fonction de v et vs.

oo 0

En déduire que pour tout v € R?, on a f o f(v) = v puis que f est bijective (on donnera I'inverse de f).

[Sommes directes et projections]

Exercice 32. Dans R® on considére les vecteurs u; = (1,0,2,0,0), us = (1,0,3,0,0), v; = (0,1,0,—1,0), vy =
(0,2,0,2,0), et v3 = (0,1,0,0,1). Montrer que R®> = Vect(uy, uz) ® Vect(vy, v, v3).



Exercice 33. On note (ey,e2) la base canonique de R? et u = (1,—1). On pose F' = Vectu et G = Vect e;.
a. Montrer que R? = F ¢ G.

b. Représenter sur une figure les sous-espaces F' et G, les vecteurs suivants, ainsi que leurs projetés sur F' paral-
lelement & G : v; = (1,1), v2 = (1,—1), v3 = (0, —2), €1, es.

c. On note p : R? — R? la projection sur F parallélement & G. Calculer p(x,y) pour tout (z,y) € R

Exercice 34. Dans R? on considére les droites D:x —y=0et E:x+7y =0.
On note p la projection sur D parallélement & F.

a. Monter que R? = D @ E. Ainsi p est bien définie.
b. Déterminer les images par p des vecteurs e, ep de la base canonique de R?. On pourra faire une figure.

c. Calculer p(z,y) pour tout (x,y) € R?. Vérifier que pop = p.

Exercice 35. On considére Iapplication linéaire p : R? — R? donnée par 'expression p(x,y) = (z — 2y,0).
Montrer que p est une projection. Déterminer les sous-espaces F', G tels que p soit la projection sur F' parallélement
agG.

Exercice 36. On fixe un réel a # —1 et on considére ’application linéaire p : R? — R? donnée par

p(z,y) = Fylaz +y,az +y).

Vérifier que p est une projection. Déterminer en fonction de a les sous-espaces F', G tels que p soit la projection sur
F parallélement a G.

Exercice 37. On note (ey, €2, e3) la base canonique de R? et on considére les sous-espaces suivants de R3 :
F={(z,y,2) €R® |z =y + 2}, G=Vect(1,0,-1).

a. Montrer que F' et G sont en somme directe.
b. Déterminer une base de F. Montrer que R? = F @ G.

c. Décomposer les vecteurs e, es, e3 dans la somme directe F' & G. er =30, +11,0-1), e5=1,2,-1)+ L(-1,0,1),
ez = 3(1,0,1) + 4(-1,0,1)

d. On note p : R® — R3 la projection sur F parallélement & G. Déterminer I’expression de p(z,y, z) en fonction de
T,y etz

e. Vérifier l'identité p o p = p. Montrer sans calcul que p(2,1,1) = (2,1,1) et p(—1,0,1) = (0,0, 0).
Déterminer ’expression de ¢(z,y, z), out ¢ est la projection sur G parallélement & F'.

Exercice 38. On note (ey, €2, e3) la base canonique de R? et on considére les sous-espaces suivants de R3 :
D = Vect(3,1,2), E={(z,y,2) €R®| 3z +y+22=0}.

a. Déterminer une base de E. Montrer que R> = D @ E.
On note p la projection sur D parallélement & E.

b. Trouver un scalaire X tel que e; — A(3,1,2) € E.
En déduire la décomposition de e; dans la somme directe D & F, ainsi que la valeur de p(eq). ple1) = (9,3,6)/14

c. Calculer p(es) et p(e3). Donner Iexpression de p(z,y, z) pour tout (z,y,2) € R3.  pes) = 3,1,2)/14, n(es) = (6,2, 4)/14

Exercice 39. On considére ’endomorphisme p : R? — R? donné par

1
p(z,y,2) = 5(53& — 4y + 2z, —4x + 5y + 2z, 2x + 2y + 8).
Montrer que p est une projection. Déterminer les sous-espaces F', G tels que p soit la projection sur F' parallélement
ad. ImF : 2z 4+ 2y — z = 0, Ker f = R(2,2, —1)

Exercice 40. Pour toute valeur des paramétres réels a, b on considére I’endomorphisme f : R?® — R? donné par
I’expression
flz,y,2) = (ax + by + az,bx + ay + az, ax + ay + bz).
a. Calculer (f o f)(1,0,0) en fonction de a et b. (202 + 62,02 + 2ab, a® + 2ab)
En déduire que si f est une projection, alors a = b.

b. Pour quelles valeurs de a et b ’endomorphisme f est-il une projection non nulle ? a=b=



