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Exercice 1. Calculer, s'ils existent, les produits AB et BA dans les cas suivants :

1 2
A1=<_} §> Bi=| -1 0 |;
3 -1
1 -1
A2_<_1 3) Bo=[2 4 |;
0 -1
1 01 1 1 -1
As= -1 2 1|, Bs=[ 0o 1 2 ];
310 -1 -2 4
10
a=(52 ) m=(2 1),
0 1
1 0 1 1 1 -1
As=1 2 =1 |, By= 0o 1 2
31 0 -1 =2 0
—1 8 2 —1 0 —1 —3 1 2 - . 1 2 1
B1A1:<—1 -2 BoAg = -2 16>ASB3:<—2 -1 9) 33A3:< 5 4 1>,A4B4:(1‘1’ g),B4A4:<5 8 1),
3 1 —3 3 4 — 13 0 —3 3 4 —1
o -1 -1 -1 1 o
Ar55:(2 5 3>,B5A5:< 7 4 71>
3 4 —1 -3 —4 1
Exercice 2. Calculer le rang des matrices suivantes
1 2 -1 1 -1 21 é j é
Av=(2 -1 1|, Bi=|0-13 1] G= o o 5|,
3 1 -3 3 120 5 11
L1 R PR
A22—1—1—1—1’BQZ}?;’02_033’D2:012’
1 -1 1 -1 -1 1 0 3 3 -2
110 1 2 3 45 11 01 1 1 -1 2
2 3 4 5 6 3 2 -1 3 a 1 11
As = 831’33*34567’03* a3 =20 | P3=1 21 33
4 5 6 7 8 -1 0 -4 3 4 2 0 a

rk(Ay) =3, rk(B1) = 3, rk(Cq1) = 3, rk(Ag) = 3, rk(Bsg) = 3, rk(Ca) = 2, rk(Ds) = 3, rk(Ag) = 3, rk(Bg) = 2

Exercice 3. Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont inversibles ?
(On pourra calculer le rang, utiliser le déterminant...)

- 0 2 1 4 5 3
A:( ) B=| -1 -3 -1 ]|, c=| -1 -1 -1
2 8 3 -3 -5 -2

1 2 1 2

-5 14 6 -1 3 3 1 2 -1
D= -1 31|, E= -2 4 3|, F= 11 3], G= *i *g 8 *i
-2 5 3 2 -2 -1 -1 1 1

1 -1 -5 5
Dans le cas ou les matrices sont inversibles, déterminer leur inverse & ’aide du pivot de Gauss. |aj= -1, B/ =0, 0| = -1,
3 5 2 -2 3 3 2 3 -7
|D\=D,\E|=—2,|F|=—12,|G\=O;A_1=A,C_1=( -1 -1 -1 ),E_1=%( —4 5 3>,F_1=%< 4 0 4
-2 —5 —1 4 —4 -2 -2 3 1

Exercice 4. On considére les vecteurs :

wy = (1,2,1,-1), ug = (1,1,2,0), uz = (0,1, -1, —1), ug = (1,0,1, —3).



Quel est le rang de cette famille de vecteurs?
Donner une famille libre de vecteurs extraite de (u1, ua, us, ug).

Exercice 5. On considére les vecteurs :
up = (1,2,0,1), us = (0,0,2,2), us = (2,4,2,4), ug = (3,6,0,3).

Quel est le rang de cette famille de vecteurs?
Donner une famille libre de vecteurs extraite de (u1, ug, us, ug).

Exercice 6. On considére la matrice A = < 7; 7421 )

a. Calculer A2 — 3A + 21,. 0

b. En déduire que A est inversible et calculer son inverse. a"t=1 ( 5 )

Exercice 7. Oun considére la matrice identité I € M3(R) et la matrice
0 1 1
A= 1 01
1 1 0
Calculer A2 en fonction de A et I. En déduire que A est inversible et déterminer A~1. A% = A 421

Exercice 8. (examen 2008) On considére la matrice

1 2 1
A= 1 1 -1
1 -1 —4
Montrer que A est inversible et déterminer A—1. ( 5oTr 3 )
2 —3 1
Exercice 9. On considére les matrices A et P suivantes :
4 -3 9 1 0 —
A=| -3 4 -9 |, P=|1 3 1
-3 3 -8 01
a. Démontrer que la matrice P est inversible et calculer P~1. Pl = ( o )
1 —1 3
b. On pose D = P~1AP. Calculer D. D = diag(1, 1, —2)

c. Pour tout entier n € N, calculer D".

d. En déduire A™ pour tout n.

Exercice 10. Soit B la base canonique de R3.
On considére I’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base B est :

A:

N O W

1 4
2 0
13

a. Siu=(z,y,z), calculer f(u).
b. Soient v; = (1,0,1), vo = (1,1,1), v3 = (2,0, 1). Montrer que la famille I = (vy, v2,v3) est une base de R®.

c. Déterminer la matrice de f dans la base U. (On calculera f(vy), f(v2), f(vs).) diag(1,2, 1)



Exercice 11. Soit f 'application linéaire définie de R®> dans R? par :
f(z1, 22,73, 24, 25) = (1 + T2 — T3 + T4 — 5,71 + T2 — T3 + T4 — T5).

a. Calculer le rang de f et la dimension de Ker f.
b. Déterminer la matrice de f par rapport aux bases canoniques de R® et R2.

c. Déterminer Ker f.

Exercice 12. On considére ’'endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique est

— = = W

1
3
-1
1

W~ = =

1
-1
3
1

a. Calculer f(z,y,z2,t) pour tout (z,y,z,t) € R*.

b. On considére les vecteurs :

/ !/
e1 =e1textezteq, e =e1+ e —€e3— ey,
!/ !
€3 =e€1 —ext+e3—€4, € =61 — €y — €3+ ey.
(i) Ecrire la matrice de passage P de la base canonique vers & = (e}, e}, €5, ¢}).
(ii) Calculer P? et en déduire P~ 1. P2 o4
(iii) Montrer que £ est une base de R*.

c. Déterminer la matrice de f dans la base &£’. diag(4, 4,4, 0)
d. En déduire Ker f et Im f.

Exercice 13. Soit (e1,e2,e3) une base de E et f un endomomorphisme de F caractérisé par :

fler) =e1+ex—es, flea) =e1+ea+2e3, f(e1) =2e; + 2es + 3es.

a. Ecrire la matrice de f dans la base (ey, €2, €3).
b. En déduire f(u) ou u = (z,y, 2).

c. Déterminer Ker f et Im f.

Exercice 14. On considére I'application linéaire f de R? dans R?® définie par f(z,y,2) = (v +y,2x —y + 2,7 + 2).

a. Ecrire la matrice M de cette application linéaire dans la base canonique B de R3.

=

Calculer f(1,2,3) de deux maniéres : en utilisant la définition ou en utilisant la matrice.

Déterminer une base de Ker f et une base de Im f .

Soient vy = (1,1,0), va = (1,2,1), v3 = (2,0, 1). Montrer que la famille & = (v1,v2,v3) est une base de R3.
Calculer f(uy), f(uz2) et f(ug) en fonction des vecteurs de U.

Ecrire la matrice B de f dans la base U .

R = o & 0

Retrouver cette matrice en utilisant les formules de changement de base.

Exercice 15. (examen, session 1, 2011) Soit E = R3. On pose, pour tout u = (z,y,2) € E :
flw)=(x+220—-y+2-r+y—2).

a. (i) Montrer que f est une application linéaire de E dans E.
(if) On pose e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), et e3 = (0,0,1). Quelle est la matrice de f dans la base & = (e1,e2,e3)?
b. Montrer que lapplication f est bijective. (On justifiera le résultat et on expliquera la méthode choisie.)

. _ 0 1 1
c. Donner une expression de f~!(a,b,c). A=l = ( 10 1 )



Exercice 16. Soit £ = (ey,ea,e3,e4) la base canonique de R*. On considére 'application linéaire de R* dans R*

définie par :
fler) =e1+ex+e3+eq,
fle2) =e1 — ez +e3—ey,
fles) = —e1 +e2 —e3 + ey,
flea) =e1+e2—e3 —eq4.
a. Déterminer la matrice A de f dans la base .

Calculer f(x,y,z,t).

. [ est-elle injective, surjective ?

Montrer que v; = e + e3 est une base de Ker f. En déduire dim Im f.
Montrer que f(e1), f(es), f(e4) est une base de Im f.

Montrer que R* = Ker f ¢ Im f.
Montrer que les vecteurs vy = f(e1), vs = f(e3), v4a = f(e4) forment une base de Im f.
Montrer que V = (v, v2,v3,v4) est une base de R%.

Ecrire la matrice de f dans la base V. (

cococo

o ~o
|

N = o
|
N o

~

Exercice 17.

a.

b.

Soient u; = (4,3,—2), ug = (4,0,—1), uz = (2,1,0). Montrer que (uj,us,u3) est une base de R3. Donner la
matrice de passage de la base canonique (e1,es,€3) & (u1,us,us) ainsi que la matrice de passage de (uq,us, us3)
A la base canonique.

Soient u; = (1,0,0), ue = (1,-1,0), usg = (1,1,1) et v;1 = (0,1,1), v2 = (1,0,1), uzg = (1,1,0). Montrer que
(uy,u2,u3) et (v1,v2,v3) sont des bases de R®. Donner les matrices de passage d’une base & l'autre.

Exercice 18. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur R et soit (e, e2, €3) une base de E. Soit f 'endomorphisme
de E dont la matrice dans la base (eq, eq, e3) est :

1 2 -2
A= 2 1 =2
2 2 =3
a. Montrer que A est inversible (sans calculer A~1).
Calculer A? et en déduire A1
b. On considére la famille (vq,v2,v3) avec v = e1 + ez +e3, V2 = €1 —ea , V3 = €3 + €3.
(i) Montrer que (v1,vq,v3) est une base de E.
(ii) Déterminer la matrice de passage P de la base (e1, ea,e3) a la base (v1, va, v3) .
(iii) Déterminer la matrice de ’endomorphisme f dans la base (v1, va, v3)
c. Calculer A™ pour tout n € N.
Exercice 19. Soit £ = (e1, ea,e3) la base canonique de R®. On considére : v; = 2e; + 3ey , vo = —€; — ez + €3 et

v3 = 2e1 + 2e9 + e3.

a.
b.

C.

Montrer que B = (v1,v2,v3) est une base de R3.
Quelle est la matrice de passage de £ & B?

Quelle est la matrice de passage de B a 7?7 1 ( 3 2 2 )

3 -2 1

Soient w = e; 4 4e2 — 3ez. Quelles sont les coordonnées de w dans la base £€7 dans la base B? w = L(9v; — vy — 8vg)

e. Soit ¢ ’endomorphisme de R? déterminé par o(vy) = 2vy, ©(v1) =0, p(v1) = —vy .

Quelle est la matrice de ¢ dans la base B? dans la base £7
Quel est le rang de ¢ ? A

[

—18 16 -2
—24 22 -2
-3 2 -1



Exercice 20. On pose E = R*. Soit f l’application linéaire de E dans E dont la matrice dans la base canonique &
est

2 -4 8 -6
1 -2 7 -6
A= 1 -2 5 -4
1 -2 3 =2

a. Déterminer le rang de la matrice A.
b. On pose u; = (1,1,1,1) et ug = (1,0,—1,—1)
Calculer f(uq) et f(us).
Montrer que u; et uz forment une base de Ker f.
c. Soit F ={u € E, f(u) = 2u}.
(i) Sans déterminer F', montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) Déterminer F. On en donnera une base.
d. On pose ug = (2,1,1,1) et uqy = (1,2,1,0).
(i) Montrer que la famille U= (u1, ug, us, us) est une base de E.
On expliquera la méthode choisie pour cette démonstration.

(ii) Calculer f(us) et f(uyq). En déduire que ug € Im f et uy € Im f.
En déduire que (ug,u4) est une base de Im f.

(iii) Déterminer la matrice B de f dans la base U. diag(0,1,0,2)

Exercice 21. On pose E = R*. Soit f l’application linéaire de E dans E dont la matrice dans la base canonique &

est
1 0 -1 1

1 6 5 —11
-1 3 4 =7
0 -3 3 —6

A:

a. Déterminer le rang de la matrice A. L’application linéaire f est-elle injective, surjective, bijective ? Justifier vos
réponses.

b. On pose u; = (1,0,2,1) et ug = (0,1,1,1). Calculer f(u;) et f(uz2). Que peut-on en déduire ? Donner une base
de Ker f.

c. On pose uz = (1,1,—1,0) et ug = (0,2,1,1).

(i) Montrer que la famille U= (u1, ug, us, uq) est une base de E.
On expliquera la méthode choisie pour cette démonstration.

(ii) Calculer f(u3) et f(uyg). En déduire que uz € Im f et uy € Im f.
En déduire que (us,u4) est une base de Im f.

(iii) Déterminer la matrice B de f dans la base U.

Exercice 22. On note Be.,, = (e1,e2,e3,¢4) la base canonique de R%. On considére 'endomorphisme f : R* — R*
donné par ’expression

flzyy,2,t) = Bx+3y + 62 —3t,x —2y+32+2t,—x —y — 2z + t,x — 4y + 3z + 4t).

a. Calculer f(e;), f(ez), f(e3) et f(es). Ecrire la matrice A de f dans la base Begy,-
b. Calculer det A. L’endomorphisme f est-il bijectif ? detA =0

c. Montrer que Ker f est une droite (c’est & dire un espace vectoriel de dimension 1) et déterminer un vecteur u;
qui engendre Ker f. wy = (0,1,0,1)
d. On pose ug = (—2,—-2,1,—2), u3 = (—3,0,1,0) et ug = (-3,1,1,2).
Montrer que C = (uy, uz, uz, us) est une base de R3.

e. Calculer la matrice B de f dans la base C, sans utiliser la formule de changement de base. Flup) = ug, f(ug) = 0,

fug) = ug, f(ug) = 2uy

-1 1 -2 -1

2 2 6 -1
f. Ecrire la matrice de passage P de Besy, & C. Calculer son inverse P~ 1. p-1_ ( -
0 —1 0 1

g. Rappeler la formule de changement de base permettant d’exprimer B en fonction de A et P. a 'aide de la
formule, vérifier le calcul de la question 5.

h. On pose g = f o f.
(i) Montrer sans calcul que u; € Ker g.

(ii) Calculer B2. En déduire une base de Ker g et une base de Im g.



Exercice 23. (examen, session 2, 2012) On note B.., = (e1,ez,e3,e4) la base canonique de R*. On considére
I’endomorphisme f : R* — R* donné par sa matrice dans la base canonique :
1 0 -1 0
-1 -2 -1 -2
0 -2 -3 -2
1 6 7 6

A= Mat(f, Bcana Bcll’ﬂ) =

a. Donner 'expression de f(z,y, z,t) en fonction de z, y, z et t.
b. Calculer le déterminant de A. L’endomorphisme f est-il bijectif ?
c. On pose u; = (0,1,0,—1).
Montrer que Kerf est engendré par u; et déterminer le rang de f.
d. On pose us = (2,3,2,—6), ug = (2,0,1,—2) et uqy = (1,—1,0,1).
Montrer que C = (u1, uz, us, us) est une base de R*,
e. Calculer la matrice B de f dans la base C, sans utiliser la formule de changement de base.

f. Ecrire la matrice de passage P de B.q, a C. Calculer son inverse P~ 1.
Rappeler la formule permettant d’exprimer B en fonction de A et P.
On ne demande pas de vérifier la validité de la formule dans ce cas.

Calculer la matrice B2 — 2B + 1.

h. Sans nouveau calcul, en déduire une base de Ker((f —id) o (f —id)).

w@

Exercice 24. Soit f I'application linéaire de R* dans R* dont la matrice dans la base canonique est

1 1 1 1
1 3 -1 5)
A= 1 -1 7T =7
1 5 —7 13

a. Déterminer le rang de A.
b. L’application linéaire f est-elle injective, surjective, bijective ? Justifier vos réponses.

c. Que peut-on dire de Im f et de Ker f? On donnera la dimension de Im f et de Ker f.

Exercice 25. Soit £ = R*. On pose, pour tout u = (z,y,2,t) € E, f(u) = (v + 2y,2x +y, 2 + 2t,2z + t).
a. (i) Montrer que f est une application linéaire de E dans E.

(ii) On pose e; = (1,0,0,0), ez = (0,1,0,0), e5 = (0,0,1,0) et es = (0,0,0,1).
Quelle est la matrice de f dans la base & = (e1, ea,€3,€4) ?

b. L’application f est-elle bijective ? On justifiera le résultat et on expliquera la méthode choisie.
c. On pose u; = (1,—1,0,0), us = (0,0,1,—1), uzg = (1,1,0,0) et ug = (0,0,1,1).
(i) Montrer que le systéme U = (uq, uz, us, ug) est une base de E.
(ii) Déterminer la matrice B de I’application f dans la base U.
d. On désigne par P la matrice de passage de la base £ a la base U.
(i) Déterminer P.
(ii)
i)
)

(iii
(iv) En déduire A™ pour tout n € N.

Déterminer P~ 1.

Quelle relation y-a-t-il entre les matrices A, B, P et P~17?

Exercice 26. (devoir 2003) On considére I'application f définie de R® dans R3 par
f(z,y,2z) = (x — 15y — 92z, —2x — 6y — 62,3z + 15y + 132).

Montrer que f est une application linéaire.

Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de R3.

Calculer det A. En déduire que Ker f # {0} et que Im f # R3.

Montrer de deux fagons différentes que f o f = 4f. En déduire que si v € Im f alors f(v) = 4v.

Montrer que Ker f NIm f = {0}.
En déduire que Ker f et Im f sont des sous-espaces supplémentaires de R3.

e &0 T

f. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est diagonale avec soit des 0 soit des 4 sur la diagonale.



Exercice 27. On considére I'application f définie de R* dans R* par :

S TR R

g.
h.

flz1, @2, 23, x4) = (X1 + @2 + T3 + T4, 321 — T2 + T3 + T4, 321 — T2 + T3 + T4, 321 — T2 — T3 + 3T4).

Montrer que f est linéaire.

Soit € = (e1, €2, €3, e4) la base canonique de R*. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique.
Calculer le rang de f. L’application f est-elle surjective 7

Calculer dim Ker f.

Soit B = (uq,us,us, us) la famille de vecteurs définie par :
Uy =ep+exteztey, Up=er+ext+e3—e4, U3=e e —€e3 €4 Uy=€ — €2 —Ee3— €4

Montrer que B est une base de R*. Quelle est la matrice de passage P de la base £ & la base B?
Ecrire les vecteurs (e1,e2,e3,e4) en fonction des vecteurs (uq, ug, us, uq). En déduire r1
Déterminer la matrice de f dans la base B.

Calculer A™ pour tout n € N.

Exercice 28. Soit f I’application linéaire définie de R® dans R? par f(z,y, 2) = (5o —y+22, —x+5y+22, 20+ 2y+22).
(On admettra que f est une application linéaire.)

a.

b.

Déterminer f(e1), f(es), f(es).

Donner la matrice A de f dans la base canonique.

Calculer det A. I’application f est-elle bijective ?

Déterminer Ker f : on en donnera une base et on vérifiera que dim Ker f = 1.

Quelle est la dimension de Im f?

On pose v; = (5,—1,2) et vy = (2,2,2). Montrer que vy et vy forment une base de Im f.
On pose u = (1,1,-2), v =(1,1,1), w = (2,0, 1).

Montrer que U = (u,v,w) est une base de R3.

Donner la matrice de passage P de la base canonique & la base ¢/. Calculer P71,
Calculer la matrice A’ de f dans la base U.

Exercice 29. Soit R* muni de sa base canonique £ = (e, 2, e3,e4) ot e; = (1,0,0,0), ea = (0,1,0,0), e3 = (0,0, 1,0),
eqs = (0,0,0,1). Soit f: R* — R* I'application linéaire dont la matrice dans la base canonique est :

& e T

- P

2 1 -4 -1
04 0 0
A= 4 2 2
00 0 3

Soit € R* un vecteur dont les coordonnées dans la base £ sont (1,72, 73,74). En utilisant la matrice A,
déterminer les coordonnées de f(x) dans la base £.

Déterminer le rang r de f et la dimension de Ker f.
L’application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
Déterminer une base de Ker f.

Donner une famille génératrice de Im f et en déduire une base.

. On considére la famille de vecteurs (uy, uz,us,uys) O :

Uy = (2707_150)7 U2 = (0747170)a
uz = (370, —1, 1)7 Uy = (2,07 1,0).

(i) Calculer f(uq1), f(uz2), f(us) et f(ug).
(ii)
)
)

(i
(iv) Donner la matrice A’ de f dans la base &’

Montrer que & = (u1, us, us, us) forme une base de R*.

Donner la matrice de passage P de la base £ a la base £’.



Exercice 30. Calculer le déterminant des matrices suivantes. En déduire lesquelles sont inversibles.
|Cl=|D| =|F| =0, |E| =a2¢c — a2b — ab? + b2¢c + abe — 3

[A]l = =2, |B| = =3,

1 9 1 0 2 1 -1 -2
A:(3 4), B= -1 1 -1 1], C= -1 1 2 |,
1 -1 -2 2 1 1
1 1 1 a b c 1 (1) 7? le
D = 1 1 1], E= b ¢ b |, F=
1 1 1 c a a - 31
1 2 1 3

Exercice 31. On considére I’endomorphisme f : R? — R? donné par la matrice suivante dans la base canonique :

) 9 -8
A= 2 -3 3
5 =9 8

&

. Montrer que les vecteurs suivants forment une base de R3 :

up = (3,—-1,-3), uy=(1,0,-1), ug=(0,—1,1).

=2

. Ecrire la matrice B de f dans la base (u1,uz, us3).
. Calculer B? et B3.

. Montrer qu’on a A™ = 0 pour tout n > 3.

lignes : 0, 1, —6; 0, 0, 1; 0, 0, 0

o

B3 =0

o,

Exercice 32. On considére ’endomorphisme f : R?® — R? donné par
flz,y,2) = 4z + 4y + 2, —3z — 3y — z, —3z — 4y).
On admet que les vecteurs suivants forment une base de R3 :

uy = (_3527 1)7 U2 = (—2, 1, 1), uz = (_3a272)

a. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique.

b. Ecrire la matrice B de f dans la base (uy,us, u3). lignes : 1, 0,05 0,0, 150, 1, 0
c. Calculer B2. Que peut-on en déduire pour A2 ? B2 =1
d. L’endomorphisme f est-il bijectif ?

e. Sans nouveau calcul, donner ’expression de A™ pour tout n.
On pourra distinguer deux cas.



