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CONVEXITE

Exercice 1.

a. Soit C, D des convexes de R™, R™ respectivement, et A : R™ — R"™ une application linéaire. Montrer que A(C)
et A=1(D) sont des convexes. On peut généraliser auz applications affines.

b. Application : soit B € Mat,,(R), A='BBet C ={X € R" | ' XAX < 1}. Montrer que C est convexe.

Exercice 2. On considére les sous-ensembles suivants de R? et R? :

T T
01:{<y>€R3 3x2+4y2+z2§7}, 02:{<y>€R3
z z

x
03:{<y> eR3 2x2+5y2+22—2:Ey+2xz+2yz§4}, 042{(
z

Montrer que C7, Co, C3 sont des convexes. Représenter C4 dans le plan. Est-ce un convexe ?

(22 +y)? +2(y — 2)* < 1}

T

y)eR2’x2+2xy§1}.

Exercice 3. On considére les sous-ensembles suivants du plan :

OO:{@eRQ’xzo,yzo,x+yg1},

C’lz{(§> GRz‘qunyii,yfng,xgl},

Co={(2) eR? |24y > 1o -3y <2a+2y <2},

a. Justifier que Cy, C1, Cs sont des convexes. Les représenter dans le plan et donner leurs points extrémaux.
b. Trouver des applications affines f, g : R? — R? telles que f(Co) = C1, g(Cp) = Cs.

Exercice 4.

a. Soit f1, fo : C — R convexes. Montrer que max(f1, f2) est convexe.
Est-ce encore le cas pour le max de n fonctions convexes 7

b. Montrer que la fonction suivante est convexe :

—xr—5 siz< -5
fR=R, z+— 0 si—-H5<zx<H
r—5 sib <.

c. Soit Aq,...,Ap € R", by,...,b, € R. Montrer que la fonction suivante est convexe :

f:R" >R, X+— max (tAiXeri).

1<i<p

Exercice 5. Soit A € Mata(R) et f:R? - R, X — X AX.

a. A quelle condition sur A la fonction f est-elle convexe ?
b. Est-ce le cas pour les matrices suivantes 7
0 1 1 1 2
Exercice 6.

a. Soit f: R — R convexe. Montrer que I’épigraphe F' = {(5) € R? ‘ y > f(x)} est convexe.

Est-ce encore vrai pour f : R™ — R convexe 7

b. Soit g : R® — R convexe. Montrer que f~! (]—oc0, c]) est convexe pour tout ¢ € R.



Exercice 7. Soit a;, b; des réels positifs pour i = 1,...,n. On fixe des réels p, g > 1 tels que % + % = 1. En écrivant

I'inégalité de convexité pour la fonction (z — zP), les points z; = aibg "9 et les coefficients t; = bg, montrer que

S < (Set) (S0)"

Comment s’appelle 'inégalité obtenue lorsque p =q¢ =27

Exercice 8. Vérifier que les fonctions f, g : R> — R données par les formules suivantes sont convexes, et déterminer
leur minimum :
flx,y) = 2% — 20+ 3y* + 12y, g(z,y) = 5% + 2y* — 2zy — 22 — 2y.

Exercice 9. On considére
_ x 2 T . €T _
C—{(y)ER ’yZe} et f:C —R, <y>l—>y ex.

a. Montrer que f n’atteint pas de minimum local & Uintérieur de C.

b. Donner I’équation de la tangente a la courbe y = e® en (1,e).
Quelle est la position de C' par rapport a cette droite ?
En déduire mine f.

c. On considére maintenant g(z,y) = ey — .
Trouver le point de la courbe y = e” en lequel la tangente a pour pente é
En déduire ming g.



