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SERIES NUMERIQUES

Exercice 1. Déterminer la nature des séries données par les termes généraux suivants :
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Exercice 2. Soit (u,), une suite de réels positifs tels que la série (>, u,) converge.

a. Montrer que la série (3, u2) converge. Le résultat subsiste-t-il si on ne suppose plus les u,, positifs ?

b. Montrer que les séries (3, %), (3, ‘/;T") convergent. Pour la deuxiéme on pourra utiliser Cauchy-Schwartz.
c. Montrer que la suite des produits P, = []}_,(1 4+ ux) a une limite quand n tend vers +oco.
d

. Soit (vy,), une autre suite de réels positifs tels que la série (>, vy,) converge.
Montrer que la série (3, \/unv,) converge.

Exercice 3. Déterminer la nature des séries données par les termes généraux suivants :

S =) - o= (a4
(=1)"n n! N
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Exercice 4. Pour tout n € N* on pose

C1Ix3x5x--x(2n—1)

" _Ix3x5x--x(2n—3)
" 2x4x6x--x(2n)

t v, =
v 2x4x6x%x--+x(2n)

a. Quelle est la limite de la suite % ?
Montrer que la suite (nu,), est croissante. En déduire la nature de la série (X, u,).

b. Quelle est la limite de la suite 22+t ?

Un

Montrer qu’on a (n + 1)%v,+1 < n%wv, pour tout n et tout « € ]O, % [ En déduire la nature de la série (3,v,,).

Exercice 5. Etudier la nature des séries données par les termes généraux suivants :

1 2 —1)n
a, = (71)”—nn, b, = sin ™ , Cp = 7( ) .
n n+1 n+ (—=1)»-t

(-1

Exercice 6. Pour tout n € N* on pose a,, = ni et b, = ~—

s

a. Etudier la convergence des séries (3, o an) et (3., <, bn), selon la valeur du paramétre réel s.

b. Lorsque s > 1, déterminer une relation entre { = Znoozl an et p = 270:;1 b

c. Le paramétre s est maintenant un nombre complexe non nul.

_ _ s
(i) Montrer qu’on a ba,—1 + bey, = % En déduire un équivalent simple de by, 1 + byy,.

On admet que le DL1(0) de (1 + )™ reste valable pour o € C.
(ii) On écrit s = r + 0. Déterminer la forme trigonométrique du complexe n®.
Montrer que (", <, ban—1 + b2,) converge absolument si 7 > 0.

(iii) Etudier la convergence de la série (3°, 5, bn) selon la valeur du paramétre complexe s.



Exercice 7. Etudier la convergence des séries de termes généraux suivants :

n:ln(l—i—(_;)n), vn:1n<1+(:/1%n)a wn=n,i_+1)(nl)n’ x”:naﬁi)f)w'

Comparer la convergence de (Zn %) et (Hn(l + (?/15)’@ ))

Exercice 8. Calculer les sommes suivantes :

o0

> 1 S 1 2 2n—1
:;n(n+1)’ b= nz2<\/n \/n+1_\/ﬁ)’ ¢= Z

Exercice 9.
a. Calculer En 1 m

b. Calculer  >° | (1 + n%rl - 2n+1) On rappelle que >~ D" — _no.

1
c. Calculer Y07 | FE

Exercice 10.
a. Calculer, pour tout = # r, la somme s(z) =Y _}'_, —k Exprimer s'(z) comme une somme.

b. Calculer les sommes suivantes :

Exercice 11. On rappelle que e* = ZZOZO Z# pour tout z € C. Calculer les sommes suivantes :

n=0 n=0 n=0 n=0
o0 o0 o)
n n—1 (n+1)2
k= Z o = n G= Z ol
n=0 n=0 n=0

Exercice 12. On cherche & demontrer la formule de De Moivre n! ~ Cy/n(2)™.

Pour cela on va étudier la suite u,, = . On pose v, = In(up4+1) — In(uy,).

e"n'
a. Simplifier I'expression de v,,. En utilisant un DL3(0) de In(1 + x), déterminer un équivalent simple de v,,.
b. Montrer que la série (> v,) converge.

c. En déduire que (uy), converge vers une limite non nulle. Conclure.

La valeur C' = /27 dans la formule de De Moivre a été déterminée par Stirling.

Exercice 13. Soit (z,,), la suite définie par x¢ > 1 et la relation de récurrence x, 1 = z,, + 2.
a. Démontrer que la suite (), tend vers +oc.
b. On pose u, =27 "Inx, et v, = Upt1 — Up.
Démontrer que la série (), v,) converge.
c¢. En déduire qu’il existe a > 0 tel que z,, ~ a?".
Exercice 14. Oun définit une suite (u, ), par la donnée de ug > 0 et la relation de récurrence u,11 = u, + i En
étudiant la suite (u2),,, montrer que

Uy, = ﬁ+\g%+o<;ﬁ>.

Exercice 15. Soit (pi) la suite ordonnée des nombres premiers. On souhaite étudier la série (>, p%) Pour tout
L :
n € N* on pose V,, = [} (1 - )"
a. Montrer que la suite (V},),, converge ssi la suite (In'V},),, converge.

En déduire que la suite (V4,),, converge ssi la série (3, Z%k) converge.
b. Démontrer que V,, = [];_,; (Z;il p,:,j). En déduire que V,, > >0, % Conclure.

c. Pour a € R, quelle est la nature de la série (3", p%) ?
k
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Exercice 16.
a. On pose H, =Y} _, 1, up = H, —In(n) et v, = +.
(i) Montrer que (> (vp+1 — vy)) converge.
(ii) Montrer que 41 — Uy ~ Vpt1 — Up.
(iii) Montrer que (3 (up4+1 — uy,)) converge.
)

(iv) En déduire lexistence d’une constante v telle que H,, = In(n) + v + o(1).
Ce nombre vy est appelé constante d’Euleur.

n —1)*
b. On pose A, =), _, ( k) .
(i) Verifier que As, = H,, — Hay,.
(ii) En déduire que lim As,, = —In(2).
(iii) Montrer que Y >, G YL In(2).

k
Exercice 17. Pour n, p € N* on pose a,,, = ﬁ sin#peta,,=0.
a. Montrer que pour tout p fixé, la série (Zn an,p) converge.
b. Veérifier que a,, , = i<%ﬂn - n%rp)
c. Caleuler 3777 ) an et S
d. En déduire que pour tout p fixé on a ZZO:1 Qnp = ﬁ.

e. Montrer que la série (3-,(3°,7, anp)) converge.
1 w2
En admettant que 37, 75 = %, caleuler 3572, 3777 ) app.
f. Comparer a,, et a, . Quelle est la valeur de Y°7° | 3% | a7

g. La famille (ay, p)n p est-elle sommable ?

Exercice 18. On fixe a € C tel que |a| < 1 et on pose u,, , = a?(271),
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a. Justifier la convergence des séries (3,5, up,q) €t (3-,5; Up,q) et déterminer leurs sommes.

. p
b. Montrer que la série (3_ -, %) converge.

c. Montrer que la famille (up 4)p.q>1 €st sommable et en déduire que

e 2n—1
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