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SERIES DE FONCTIONS

sin(nx
Exercice 1. On considére la série de fonctions (3, < fn) avec fr, :R - R, 2 +— %
= n
a. Montrer la convergence simple de la série sur R. On note g(z) = >, fn(x) pour tout z € R.
b. Montrer que la série (3, fn) converge normalement sur R. En déduire que g est continue.

c. Montrer que g est dérivable R.

Exercice 2. Montrer que la fonction f : R — R définie ci-dessous est continue, puis dérivable :

n+ 3
z+nd
a. Montrer la convergence simple de la série sur R;. On note g(z) = Y., -, fu(x) pour tout z € Ry.

Exercice 3. On considére la série de fonctions (3, <, fn) avec fr, : Ry = R, z+—

b. La série (3, -, fn) converge-t-elle normalement sur R ?
c. On fixe a > 0.
(i) Montrer que pour tout z € [0,a] on a |f,(z)| < (n + a3)/n3.
(ii) Montrer que la série (3, <, fn) converge normalement sur [0, al.

d. Montrer que g est continue sur R, .

Exercice 4. On considére les séries de fonctions (3.~ fn), (O ,>1 gn) Ol

T I2

n3 + a3’ gn() = nd + 3’

fn(x) =

Ces séries convergent-elles normalement sur R ? sur [0,a] pour a fixé?
On étudiera les fonctions f,, gn.

Exercice 5. On définit la fonction { de Riemann en posant, pour tout z > 1 :
1
((z) = Z =
k=1

a. On fixe a > 1. Montrer que la série de fonctions converge normalement sur [a, +00].
Converge-t-elle normalement sur |1, +oo[ ?

b. Montrer que ¢ est continue sur |1, +o00[ et déterminer la limite de ¢ en +oo.

c. Montrer que ¢ est dérivable sur |1, +oo] et exprimer ¢’(z) comme somme d’une série.

Exercice 6. Pour tout z > 0 et tout n € N* on pose

e~z e
falz) = iz g(z) = an(l’)-
n=1
a. Montrer que la série (> f,,) converge normalement sur R;. Montrer que g est continue sur R,..

b. La série (3 f;) converge-t-elle normalement sur R ? et sur [a, +oo[, avec a > 07
Montrer que g est de classe C? sur R* . Déterminer lim, o g(x) et lim, o ¢' ().

c. Calculer ¢’ (), puis ¢'(z), pour tout z > 0.
d. Montrer que



