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Exercice 1. Soit E, F des espaces de Banach et S ∈ L′(E,F ) une application linéaire continue.
1. On suppose qu’il existe T ∈ L′(F,E) telle que T ◦ S = Id.

(a) Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que ‖S(x)‖ ≥M‖x‖.
(b) Montrer que S est injective et que ImS est fermée.
(c) Montrer que KerT est un supplémentaire fermé de ImS.

2. On suppose maintenant que S est injective, que ImS est fermée, et que ImS admet un supplémentaire fermé
F0 ⊂ F . On considère G = {(S(x) + z, x) | x ∈ E, z ∈ F0} ⊂ F × E.
(a) Montrer que G est le graphe d’une application T : F → E.

On admet que, comme G est un sous-espace, T est linéaire.
(b) Montrer que T est continue.
(c) Montrer que T ◦ S = Id.

3. On considère le cas E = F = `2(N,R), et on suppose que S ∈ L′(E) est une isométrie, c’est-à-dire qu’on a
‖S(x)‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ E. Montrer qu’il existe T ∈ L′(E) tel que T ◦ S = Id.

Exercice 2.
On considère le R-espace vectoriel E = C([0, 1] ,R) des fonctions continues sur [0, 1], muni de la norme de la convergence
uniforme ‖f‖∞ = supt∈[0,1] |f(t)|. On rappelle qu’une suite de fonctions fn ∈ E converge simplement vers f ∈ E si
limn∞ fn(t) = f(t) pour tout t ∈ [0, 1].

1. Exemple. On considère les fonctions fn ∈ E données par la formule fn(t) = n2tn(1− t).
Montrer que la suite de fonctions fn converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].
A-t-on limn∞

∫ 1

0
fn(t)dt = 0 ? La suite (fn)n converge-t-elle vers 0 dans E ?

2. Montrer que les formes linéaires suivantes sont continues sur E :

ϕ0 : f 7→ f(0), ψ : f 7→
∫ 1

0

f(t)dt.

3. Soit (fn)n une suite de fonctions dans E qui converge faiblement vers f ∈ E.
Montrer que (fn)n converge simplement vers f .

4. Réciproquement, la converge simple d’une suite de fonctions fn ∈ E implique-t-elle sa convergence faible ?
Justifier la réponse.

On rappelle le théorème de représentation de Riesz-Markov : pour toute forme linéaire continue ϕ : E → R il existe
deux mesures boréliennes finies µ+, µ− sur [0, 1] telle que ϕ(f) =

∫
fdµ+ −

∫
fdµ− pour toute f ∈ E.

Ici, « finies » signifie que µ−([0, 1]), µ+([0, 1]) < +∞, de manière équivalente les fonctions constantes sur [0, 1] sont
intégrables par rapport à µ− et µ+.

5. Soit (fn)n une suite de fonctions dans E qui est bornée et converge simplement vers f ∈ E.
Monter que (fn)n converge faiblement vers f .



Exercice 3. On considère le R-espace vectoriel E = C([0, 1] ,R) muni de la norme de la convergence uniforme.

Pour f ∈ E et n ∈ N∗ on définit ϕn(f) =

∫ 1

0

f(t)dt− 1

n

n∑
k=1

f( kn ).

1. Montrer que ϕn est une forme linéaire continue sur E telle que ‖ϕn‖ ≤ 2.
2. En utilisant des fonctions affines par morceaux, montrer que ‖ϕ1‖ = 2.

On admet qu’on a plus généralement ‖ϕn‖ = 2 pour tout n.
3. On fixe f ∈ E. Que vaut limn∞ ϕn(f) ?
4. On suppose que f est K-lipschitzienne : pour tous x, y ∈ [0, 1] on a |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.

(a) Montrer l’inégalité suivante : ∣∣∣ ∫ k
n

k−1
n

f(t)dt− 1
nf(

k
n )
∣∣∣ ≤ K

2n2

(b) En déduire que ϕn(f) = O( 1n ).
5. Montrer qu’il existe une fonction f ∈ E pour laquelle on n’a pas ϕn(f) = O( 1n ).

On pourra utiliser le théorème de Banach-Steinhaus.


