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Durée : 3 heures. Aucun document ni calculatrice n’est autorisé.
Les 4 exercices sont indépendants.
La notation tiendra compte de la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Soit E, F des espaces de Banach non nuls, S € L'(E, F). On pose Ey = Ker(S) C E.
1. On suppose qu'il existe T' € L'(F, E) tel que So T = 1d.
(a) Montrer qu’il existe € > 0 tel qu’on ait ||T'(y)| > €|ly|| pour tout y € F.
En déduire que Im(7') est fermée.
(b) Question d’algébre. Montrer que S est surjective et que Im(7") est un supplémentaire de Ker(S).
2. On ne suppose plus 'existence d’un inverse & droite 7.
On suppose que S est surjective et que Fy = Ker(S) admet un supplémentaire fermé E; C E.
On note Sy : B4 — F la restriction de S & Ej.
(a) Montrer que S; est une bijection et que la bijection réciproque est continue.
(b) Montrer qu’il existe T' € L'(F, E) telle que S o T = Id.

Exercice 2. Soit E un R-espace vectoriel normé. On munit F x E de la norme ||(z,y)|| = ||| + ||ly]|-
Soit K C E un compact convexe non vide.
Soit f : K — K une application continue. On suppose de plus que f est affine, c’est-a-dire que pour tous =z,
ZeKetAe[0,1]]onalf(z)+ (1 =N f(2)=f(Az+ (1—N)a)).
On note G(f) C K x K le graphe de f, et on considére également D = {(z,z) |z € K} C K x K.
Le but de ’exercice est de montrer que f admet un point fize, et on procéde par l’absurde. On suppose donc
que f n’admet pas de point fize.

1. Montrer que G(f) et D sont des convexes compacts de E x E.

On notera que E n’est pas nécessairement de dimension finie.

2. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue ¢ : E x E — R et o, 8 € R tels que
o(z,z) <a< B <, f(2) pour tous z, ' € K.

3. Montrer qu’il existe deux formes linéaires continues @1, o : F — R telles que
§0($1,$2) = 1 ({El) + (,DQ(SL‘Q) pour tous 1, x2 € F.

4. Montrer que pour tout x € K on a @a(f(z)) — p2(z) > 8 — a.
Montrer que pour tout x € K et pour tout n € N* on a pa(f™(z)) — p2(z) > n(f — ).

5. Conclure.
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Exercice 3. On considére 'espace H = L%([0,1],R) muni de la norme || - ||2. On note L'(H) I'espace des
applications linéaires continues de H dans H, muni de la norme d’opérateur.

Pour toute fonction K € L?([0,1]*,R), on consideére 1'opérateur a noyau associé T : H — H, donné par la
formule

1
T(f)(s) = / K(s.1) f(t)dt.

. Montrer que T' est une application linéaire continue et que ||T'|| < [ K||2-

. Montrer que I'adjoint T* de T est un opérateur & noyau.

On précisera quel est le noyau K* : [0, 1]2 — R correspondant & 1.

. Soit Ty, T les opérateurs a noyaux associés a deux fonctions Ky, Ky € C([0, 1]2 ,R).

Montrer que T3 = Ty 075 est encore un opérateur a noyau. On exprimera la fonction K3 correspondante
comme une intégrale a parameétres faisant intervenir K et Ks.

. On considére le cas ott K1(s,t) =t° et Ko(s,t) = s', en convenant que 0° = 0.

Calculer le noyau K3 correspondant a Th o T5.

. On considére le noyau K : (s,t) — (s +t+ 1)~

Montrer que 'opérateur a noyau 1" associé & K est un opérateur positif.

Exercice 4. (Ecrit agreg 2013, partie 1V, extrait)

Pour tout segment S = [a,b] C [0,1] on considére I’espace de fonctions continues Eg = C(S,R) muni de la
norme de la convergence uniforme sur S notée || f||s = sup,cg |f(¢)].

On considére un sous-espace fermé F C Eg tel que toutes les fonctions f € F sont de classe C! sur S.

Pour  # y dans S et f € Es on pose gay(f) = (f(z) — F(1))/(z — ).

1.
2.
3.

Montrer que ¢, , est une forme linéaire continue sur Eg.
Montrer que pour f € F fixée 'ensemble {¢z,(f) | x,y € S,z # y} est borné dans R.

Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour toute f € F et tous x # y dans S on ait

[f(@) = fW)l < Clz =yl flls-

On fixe des points a = tg < t; < --- < t; = b tels que |tj41 — t] < C~! pour tout k.
Montrer que pour toute f € F' on a supyeg | f(t)| < maxy, |f(tg)| + 5 f|s-

. Montrer que I est de dimension finie.



