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Partiel du 3 novembre

Durée : 2h. Documents et calculatrices non autorisés.
Les quatre exercices sont indépendants et peuvent être traités dans l’ordre souhaité.

Exercice 1. Déterminer et justifier la nature de l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

sin t

t2
√
t
dt.

Exercice 2.
1. Déterminer un équivalent simple de t− sin(t) en 0.
2. Montrer que t ln(t) +

√
t ∼
√
t en 0+.

3. Déterminer la nature de l’intégrale généralisée suivante :
(On admet que t− sin(t) ne s’annule qu’en 0.)

I =

∫ 1

0

t ln(t) +
√
t

t− sin t
dt.

Exercice 3. On pose

Sn =
1

n

n−1∑
k=0

ei
kπ
2n , Rn = Re(Sn), I =

∫ 1

0

cos
(
π
2 t
)
dt.

1. Quel est le lien entre la suite (Rn)n et l’intégrale I ?
2. Calculer Sn sans le symbole somme.
3. Montrer que pour θ ∈]0, π2 ] on a Re

(
1−i

1−eiθ
)
= 1

2 + sin θ
2−2 cos θ .

4. En déduire la valeur de I sans utiliser la primitive de la fonction cosinus.

Exercice 4. On considère les équations différentielles suivantes :

(E) |t|x′ − x = 0

(F) |t|x′ − x = sin t.

1. Résoudre (E) sur R∗+, puis sur R∗−.
On notera que |t| = −t pour t ≤ 0.

2. Résoudre (E) sur R entier.
3. (a) Résoudre (F) sur R∗−.
(b) Montrer que (F) admet une unique solution sur R∗− prolongeable par continuité en 0.

4. On note G la primitive de sin t
t2 nulle en 1, qu’on ne cherchera pas à calculer explicitement.

(a) Résoudre (F) sur R∗+, en utilisant G.
(b) La fonction G a-t-elle une limite finie en 0+ ?
(c) Montrer que |G(t)| ≤ | ln t| pour tout t ∈ ]0, 1].

On pourra utiliser l’inégalité | sin t| ≤ |t| valable sur R.
(d) Montrer que toutes les solutions de (F) sur R∗+ sont prolongeables par continuité en 0.

5. Question subsidiaire : déterminer si (F) a des solutions sur R entier.


