UNIVERSITE DE CAEN 1* SEMESTRE 2016-2017
UFR SCIENCES MATHEMATIQUES
L2 MATHS ANALYSE

SERIES DE FONCTIONS

sin(nzx)

Exercice 1. On considére la série de fonctions (3, < fn) avec fr, :R - R, 2 +— 3
2 n

a. Montrer la convergence simple de la série sur R. On note g(z) = >~ f,(z) pour tout = € R.
b. Montrer que la série (3, <, fn) converge normalement sur R. En déduire que g est continue.

c. Montrer que g est dérivable sur R.

Exercice 2. Montrer que la fonction f : R — R définie ci-dessous est continue, puis dérivable :

f(z) = Z e " cos(n’x).
n=0

n+ a3
x+nd
a. Montrer la convergence simple de la série sur Ry. On note g(z) = Y-, f,(z) pour tout = € R.

Exercice 3. On considére la série de fonctions (3, <, fn) avec f, : Ry = R, z+—

b. La série (D, - fn) converge-t-elle normalement sur Ry ?
c. On fixe a > 0.
(i) Montrer que pour tout z € [0,a] on a |f,(z)| < (n + a3)/n3.
(ii) Montrer que la série (3, <, fn) converge normalement sur [0, al.

d. Montrer que g est continue sur R,.

Exercice 4. On considére les séries de fonctions (3, <1 fn), (O ,>1 gn) 01

T (EQ

S z) = —.
n3 + 3 9n(2) n3 + x3

fo(@) =
Ces séries convergent-elles normalement sur Ry ? sur [0,a] pour a fixé?
On étudiera les fonctions f,, gn.
Exercice 5. On considére la série de fonctions (3, . fn) avec

(=n"

n Ry =R, 2+ .
f + x ntax

a. Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur R .
On note f(z) =", fn(z) pour tout = € R.

b. Montrer que f est dérivable sur R..
c. La série (> f,.) converge-t-elle normalement sur Ry ? sur [a,b] avec 0 < a < b < 4007

d. Montrer que f est continue sur R, .

Exercice 6. Pour tout z > 0 et tout n € N* on pose

efnz

falz) = —5 et gle) =) fal2).

n

n=1

a. Montrer que la série (> f,,) converge normalement sur R, . Montrer que g est continue sur R, .

b. La série (> f!) converge-t-elle normalement sur Ry ? et sur [a, +oo[, avec a > 07
Montrer que g est de classe C? sur R* . Déterminer lim, o g(z) et lim,_, o ¢'(z).

c. Calculer g”(z), puis ¢'(x), pour tout x > 0.

[e%S) 1 400
Z — = —/ In(1 — e~ %)dt.
n=1 n 0

d. Montrer que



