UNIVERSITE DE CAEN 2F SEMESTRE 2017-2018
UFR SCIENCES MATHEMATIQUES
M1 MFA ANALYSE FONCTIONNELS

CORRIGE DU PARTIEL

Exercice 1. Pour tout x € R et n € N* on pose fp(x) = (1 + %)n

1. Montrer que la suite de fonctions (fn)n converge simplement vers une fonction qu’on calculera.
C’est un calcul trés classique. Pour z € R fixé et n > —z on a f,,(x) = exp(nln(l + £)). On utilise alors le DL;(0)
de In(1 4 t) et la continuité de I’exponentielle :

() = exp(n(& +o(3))) = exp(a + o(1)) — €”.

La suite de fonction (f,), converge donc simplement vers la fonction exponentielle.
2. On pose g, () = In(fni1(x)) — In(fn(z)) pour x € |—n, +oo[. Etudier les variations et le signe de g, .

Pour n fixé, g, : ¥ = (n+ 1) In(1+ %5) —nln(l + ) est de classe C? sur ]—n, +oo| et on a

1 1

T
n+1

Comme la fonction inverse est décroissante sur R, la suite (1/(1 + ¥)), est croissante si > 0, décroissante si

2 <0.0n adonc g, >0sur Ry et g/, <0 sur R_. En particulier g, admet un minimum global en 0 : pour tout
x € |—n,+oo[ on a g,(x) > g,(0) = 0.
3. Montrer que la suite de fonctions (fy,), converge uniformément sur tout compact de R.

Tout compact de R est inclus dans un segment [—C, C], fixons donc un tel segment et étudions la suite de fonctions
(fu)n pour n > C. D’aprés la question précédente, sur cet intervalle on a f,41/f, = €97 > €’ = 1, car la fonction
exponentielle est croissante. Comme les fonctions f,, sont positives sur [—C, C], on en déduit que la suite (f,(z))n
est croissante pour tout x € [—C, C]. De plus chaque fonction f,, est continue, car polynomiale, et la limite simple
est continue car c¢’est la fonction exponentielle. Enfin [—C, C] est compact, et le théoréme de Dini permet de conclure
que la convergence est uniforme sur [—C, C].

Exercice 2. On considére espace H = L*([0,1],R) muni de la norme || - ||2. On note L(H) lespace des applications
linéaires continues de H dans H, muni de la norme d’opérateur.
Pour toute fonction K € C([0, 1]2 ,R), on considére l'opérateur a noyau associ¢ T : H — H, donné par la formule

suvante : )
- / K (s, £)f(t)dt
0

On admet la convergence de Uintégrale ci-dessus, ainsi que la linéarité de l’application T .
On note Pol € C([0,1]*,R) le sous-espace des fonctions polynomiales.

1. Montrer que pour f € H on a bien T(f) € H, puis que T : H — H est continue avec || T < || K||co-
En appliquant 'inégalité triangulaire puis I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour les intégrales on obtient la majoration

suivante
T < </ K(s.0lI£(6) dt) /|Kst|dt/ Foar < K113

(Au passage cette inégalité montre que la fonction (¢ — K(s,t)f(t)) est intégrable sur [0,1], pour tout s € [0, 1].)
En particulier la fonction T'(f)? est bornée donc intégrable sur [0, 1], ce qui montre que T(f) € H. De plus en
intégrant par rapport a s sur [0,1] on obtient | T(f)|l2 < ||K|lool/f]l2. Cela montre que lapplication linéaire T" est
continue et que ||| < || K||oo-

2. On consideére le cas ot le noyau K est polynomial : K(s,t) = ijzo Zl]io ay,1s*t
(a) Montrer que T(f) est alors un polynéme, dont on calculera les coefficients en fonctions des coefficients ay,; et

des moments de f donnés par la formule my(f) = fol thf(t)dt
En intervertissant les sommes finies avec 'intégrale on calcule

T(f)(s) = Zif\;o Ziio ak,lsk fol tlf(t)dt = ZkN=o Zi\;o ak,lskml(f)

Ainsi T'(f) est bien un polynéme, T'(f)(s) = ZkN:O brs® avec by, = Zfio agmu(f).

(b) Montrer que dans ce cas T est une application linéaire de rang fini, i.e. dimIm T < +o0.
D’aprés la question précédente I'image de T est incluse dans le sous-espace des fonctions polynomiales de degré
au plus N, qui est de dimension N + 1.



3. Montrer que toute fonction continue K € C([0, 1]2 ,R) est limite uniforme de polynomes P € Pol.
On appliquera le théoréme de Stone- Weierstraf$ aprés avoir soigneusement vérifié ses hypothéses.
Tout d’abord, X = [0, 1]2 est compact car fermé et borné dans R? qui est un EVN de dimension finie. Ensuite, Pol
est une sous algébre unifére de C'(X,R) : en effet le produit de deux fonctions polynomiales est polynomiale, et
l'unité de C(X,R) correspond au polynéme constant égal a 1. Enfin, Pol sépare les points de X. Pour cela il suffit
de considérer les fonctions f : (s,t) — s et g : (s,t) — t qui sont dans Pol. Si = (s,t), 2’ = (s,t') sont deux
points distincts de X, on a soit s # s’, donc f(z) # f(2'), soit s = §" et t £ t/, et alors g(x) # g(x’). Le théoréme
de Stone-WeierstraR assure alors que Pol est dense dans C(X,R), c’est-a-dire que toute fonction K € C([0,1]*,R)
est limite uniforme d’éléments de Pol.

4. Montrer que tout opérateur & noyau T associé & un noyau K continu sur [0, 1]2 est limite dans L(H) d’applications
linéaires de rang fini.
D’aprés la question précédente, il existe une suite de fonction polynomiales P, € Pol qui converge uniformément
vers le noyau K. Notons S,, 'opérateur a noyau associé a P,,, d’aprés la question 2 c’est une application linéaire
de rang fini. De plus, par linéarité de l'intégrale, ’application linéaire T' — S,, est 'opérateur & noyau associé a
K — P,. D’aprés la question 1 on a donc |7 — Sy,|| < ||K — Pyl La propriété de convergence uniforme signifie
que lim, s || K — Pulloc = 0, par le lemme des gendarmes on a donc lim, |7 — Sy|| = 0, et donc (S,), converge
vers T dans L(H).

Exercice 3. On considére l'espace E = {f : [—m,n] = C | f continue et f(—m) = f(7)}, muni de la norme || - |loc. On
note B C E le sous-ensemble formé des fonctions f:t — Y, ., cue™ avec 3, (1 + k?)|c]? < 1.

1/2
1. Soit (ck)rez telle que Y o5 (1 + k?)|ck|* < 1. Montrer que D owez lex] < <ZkeZ —H_lkz) .
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz comme suit :

1/2 1/2
>okez |kl = 2 opez (V1 + k?lekl) X 1+k2 = (Zkez(l + k2>|ck|2) (Ekez ﬁ)

Par hypotheése sur la suite (cg)r on obtient bien I'inégalité demandée.

: 1 |giks _ ikt|2 _
2. On fixe t € [—m,w]. Montrer que lllﬂ ke Tz les — et = 0.

le?ks — et*|2, Pour tout s € [~7, 7] on a

Posons g (s) = 14_1,62

0 < gr(s) < (e |+ [e¥))? = 5=

et Yz o T35z < 00 par comparaison a la série de Riemann (3, 7z )- La série de fonctions (3, ., gr) converge
donc normalement et comme chaque fonction g est continue c’est aussi le cas de la somme. En particulier on a

limg s D ez 9k (8) = D ez 9r(t) = 0, ce qui est la limite demandée.
On peut aussi invoquer le théoréme de convergence dominée, ce qui revient au méme.
. , 1/2
3. On fixe f € B. Montrer qu’on a |f(s) — f(t)| < (ZkeZ ﬁk’ks - elkt\g) pour tous s, t € [—m, .
Par hypothése on peut écrire f(t) = >, ., cre*t avec dorez(1+ k?)|ck|? < 1. On applique alors I'inégalité triangu-
laire, puis 'inégalité de Cauchy-Schwartz comme & la question 1 :
[F(8) = f(O)] = | Xz cul(e™ — ™) < 30y ep lex| e — e
1/2 , , 1/2
< (Trea(l+ )ler?) ' (Tien Tple™ — )

ce qui donne I'inégalité voulue car Y, ., (1 + k?)[cx|* < 1.

4. On fizet € [—m, 7] et € > 0. A laide des questions 2 et 3, montrer qu’il existe o > 0 tel que |f(s) — f(t)| < € pour
tout s tel que |s —t| < « et pour toute f € B.
D’aprés la question 2 et la définition des limites il existe o > 0 tel que ), ., 1Jr%|e |2 < €2 pour tout s tel
que |s — t| < a. Pour toute f € B et tout s tel que |s —¢| < « la question 3 montre alors que |f(s) — f(¢)| < e.

iks __ eikt

5. Montrer que l’'adhérence de B dans E est compacte.
On applique le théoréme d’Ascoli & la famille de fonctions B C C([—m,«],C). Notons tout d’abord que [—, 7]

est bien compact. La question 4 montre que la famille B est équicontinue en ¢, pour tout ¢t € [—m,n]. De plus,
pour t € [—m, 7] fixé et f € Bona |f(t)] < Y peplen] < (Xrez ﬁ)lm d’aprés la question 1, par conséquent
B, ={f(t) | f € B} est borné et donc d’adhérence compacte dans C. Le théoréme s’applique et donne la conclusion

voulue.

6. Soit (fu)n € E une suite de fonctions. On suppose que chaque f, est de classe C' et vérifie ffﬂ |fn(@®)?dt < 7 et
[T 1 fn (@)t < w. Montrer que (fy)n admet une sous-suite qui converge uniformément. ,
Comme fn est de classe C' le théoréme de Dirichlet s’applique et on a donc f,(t) = > kez Ci( fn)ett, avec
ck(fn) = f_ fn(t)e~tdt. Par ailleurs une intégration par parties donne c(f!) = ikci(f,). On applique alors
lidentité de Parseval a fn et f}, puis Phypothése : 3,y lex(fu)|? = 5= [ [fa(®)]2dt < 3 et 3o, oy kP ler(fa)]? =
= f_jﬂ | /7, (t)|?dt < . En additionnant on obtient Y, o, (1+ k? )|ck(fn)|2 < 1, autrement dit f,, € B. Par compacité
de B, (fn)n admet une sous-suite qui converge uniformément.



