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Durée : 2 heures. Aucun document ni calculatrice n’est autorisé. Les 3 exercices sont indépendants.
La notation tiendra compte de la qualité et de la précision de la rédaction.

Exercice 1. Pour tout x ∈ R et n ∈ N∗ on pose fn(x) =
(
1 + x

n

)n.
1. Montrer que la suite de fonctions (fn)n converge simplement vers une fonction qu’on calculera.
2. On pose gn(x) = ln(fn+1(x))− ln(fn(x)) pour x ∈ ]−n,∞[. Étudier les variations, puis le signe de gn.
3. Montrer que la suite de fonctions (fn)n converge uniformément sur tout compact de R.

Exercice 2. On considère l’espace H = L2([0, 1] ,R) muni de la norme ‖ · ‖2. On note L(H) l’espace des
applications linéaires continues de H dans H, muni de la norme d’opérateur.
Pour toute fonction K ∈ C([0, 1]2 ,R), on considère l’opérateur à noyau associé T : H → H, donné par la
formule suivante :

T (f)(s) =

∫ 1

0
K(s, t)f(t)dt.

On admet la convergence de l’intégrale ci-dessus, ainsi que la linéarité de l’application T .
On note Pol ⊂ C([0, 1]2 ,R) le sous-espace des fonctions polynomiales.

1. Montrer que pour f ∈ H on a bien T (f) ∈ H, puis que T : H → H est continue avec ‖T‖ ≤ ‖K‖∞.
2. On considère le cas où le noyau K est polynomial : K(s, t) =

∑N
k=0

∑N
l=0 ak,ls

ktl.
(a) Montrer que T (f) est alors un polynôme, dont on calculera les coefficients en fonctions des coeffi-

cients ak,l et des moments de f donnés par la formule ml(f) =
∫ 1
0 t

lf(t)dt.
(b) Montrer que dans ce cas T est une application linéaire de rang fini, i.e. dim ImT < +∞.

3. Montrer que toute fonction continue K ∈ C([0, 1]2 ,R) est limite uniforme de polynômes P ∈ Pol.
On appliquera le théorème de Stone-Weierstraß après avoir soigneusement vérifié ses hypothèses.

4. Montrer que tout opérateur à noyau T associé à un noyau K continu sur [0, 1]2 est limite dans L(H)
d’applications linéaires de rang fini.

Exercice 3. On considère l’espace E = {f : [−π, π]→ C | f continue et f(−π) = f(π)}, muni de la norme
‖ · ‖∞. On note B ⊂ E le sous-ensemble formé des fonctions f : t 7→

∑
k∈Z cke

ikt avec
∑

k∈Z(1+k
2)|ck|2 ≤ 1.

1. Soit (ck)k∈Z telle que
∑

k∈Z(1 + k2)|ck|2 ≤ 1. Montrer que
∑

k∈Z |ck| ≤
(∑

k∈Z
1

1+k2

)1/2
.

On pourra utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwartz pour les séries.
Le résultat de la question 1 montre en particulier que pour f ∈ B la série de fonction f(t) =

∑
k∈Z cke

ikt

converge normalement, donc f est bien continue.
2. On fixe t ∈ [−π, π]. Montrer que lim

s→t

∑
k∈Z

1
1+k2
|eiks − eikt|2 = 0.

3. On fixe f ∈ B. Montrer qu’on a |f(s)− f(t)| ≤
(∑

k∈Z
1

1+k2
|eiks − eikt|2

)1/2
pour tous s, t ∈ [−π, π].

4. On fixe t ∈ [−π, π] et ε > 0. À l’aide des questions 2 et 3, montrer qu’il existe α > 0 tel que
|f(s)− f(t)| ≤ ε pour tout s tel que |s− t| ≤ α et pour toute f ∈ B.

5. Montrer que l’adhérence de B dans E est compacte.
6. Soit (fn)n ∈ E une suite de fonctions.

On suppose que chaque fn est de classe C1 et vérifie
∫ π
−π |fn(t)|

2dt ≤ π et
∫ π
−π |f

′
n(t)|2dt ≤ π.

Montrer que (fn)n admet une sous-suite qui converge uniformément.
La question 6 utilise des résultats de la théorie des séries de Fourier. On rappelle notamment l’identité de
Parseval :

∑
k∈Z |ck|2 =

1
2π

∫ π
−π |f(t)|

2dt, pour f : t 7→
∑

k∈Z cke
ikt.


