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Objectifs : savoir passer d’un graphe orienté à sa matrice d’adjacence et inversement ; savoir dénombrer les
chemins de longueur donnée d’un sommet à un autre dans un graphe ; savoir tester sur sa matrice d’adjacence
le fait qu’un graphe est fortement connexe.

Exercice 1. Donner les matrices d’adjacence des deux graphes suivants, et commenter.

Concepts fondamentaux Description d’un graphe

Représentation sagittale
La représentation sagittale est la représentation sous forme d’un dessin :

CD

BA

Un même graphe peut avoir des représentations sagittales en apparence
très di�érentes :

3
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Concepts fondamentaux Description d’un graphe

Dictionnaire d’un graphe

Le dictionnaire d’un graphe consiste en la donnée de l’ensemble des
sommets du graphe et de l’ensemble des successeurs de chaque sommet.

Exemple :

CD

BA S = {A,B,C ,D}
G (A) = {B}, G (B) = {A,D},
G (C ) = {C ,D}, G (D) = �

G. Montcouquiol (IUT Orsay) Théorie des graphes 2006-2007 12 / 170

Concepts fondamentaux Description d’un graphe

Propriété caractéristique

Exemple : G = (S ,A) avec S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et

⌥x , y ⇧ S , (x , y) ⇧ A ⌅ x divise strictement y

Représentation sagittale :
21

3

5 4

6
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Concepts fondamentaux Description d’un graphe

Matrice d’adjacence

Définition
Soit G = (S ,A) un graphe dont on a numéroté les sommets de 1 à n. La
matrice d’adjacence de G est la matrice carrée M = (mij), de taille
n � n, définie par

mij =

�
1 si (i , j) ⇧ A

0 sinon

Exemple :

34

21

M =

⇥
⌦⌦�

0 1 0 0
1 0 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

⇤
↵↵ 
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Exercice 2.

a. Donner la matrice d’adjacence A du graphe suivant :

78 Chapitre II. Un peu de théorie algébrique des graphes

1 2

3
A(G) =




1 1 0

1 0 1

1 0 0




Figure II.6. Un graphe avec une matrice d’adjacence primitive.

Exemple II.2.8 (Cas primitif). Considérons le graphe de la figure II.6 et

la matrice d’adjacence correspondante. La matrice A(G) est primitive. En

effet, on a

A(G)2 =




2 1 1

2 1 0

1 1 0


 et A(G)3 =




4 2 1

3 2 1

2 1 1


 > 0.

Il existe donc un chemin de longueur 3 joignant toute paire de sommets. Par

exemple, on a les chemins suivants :

1 → 1 → 1 → 1, 1 → 1 → 1 → 2, 1 → 1 → 2 → 3

2 → 1 → 1 → 1, 2 → 1 → 1 → 2, 2 → 1 → 2 → 3

3 → 1 → 1 → 1, 3 → 1 → 1 → 2, 3 → 1 → 2 → 3.

Des valeurs approchées de valeurs propres de A(G) sont

λA " 1.83929, λ2 " −0.41964 + 0.60629 i et λ3 " −0.41964 − 0.60629i

et |λ2| = |λ3| < λA.

Exemple II.2.9 (Cas irréductible). Considérons à présent le graphe de

la figure II.7 et la matrice d’adjacence correspondante. Il est clair que le

1 2

3
A(G) =




0 1 0

0 0 1

1 0 0




Figure II.7. Un graphe avec une matrice d’adjacence irréductible.

graphe est f. connexe et donc, la matrice A(G) est au moins irréductible.

Cependant, un chemin de longueur k joint les sommets 1 et 2 si et seulement

si un chemin de longueur k +1 joint les sommets 1 et 3. Il n’existe donc pas

d’entier n pour lequel tout sommet peut être joint à tout autre sommet par

un chemin de longueur n. La matrice A(G) n’est donc pas primitive. On

pourrait aussi s’en convaincre en montrant que, pour tout n,

A(G)3n =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , A(G)3n+1 =




0 1 0

0 0 1

1 0 0


 , A(G)3n+2 =




0 0 1

1 0 0

0 1 0


 .

b. Donner la matrice d’adjacence A′ du graphe obtenu à partir du précédent en renumérotant respecti-
vement 2 et 1 les sommets 1 et 2.

c. On pose P =



0 1 0
1 0 0
0 0 1


. Vérifier que PA′ = AP ; interpréter cette égalité.

d. Donner la matrice d’adjacence A′′ du graphe obtenu à partir du graphe de départ en renumérotant
respectivement 2, 3 et 1 les sommets 1, 2 et 3.

e. Trouver une matrice Q telle que QA′′ = AQ.

Exercice 3.

a. Dessiner le graphe G dont la matrice d’adjacence est A =



0 2 1
1 0 1
1 0 1


.

b. Vérifier que A est primitive, c’est-à-dire qu’il existe une puissance de A dont tous les coefficients sont
strictement positifs.

c. Interpréter sur le graphe G le fait que A est primitive.

Exercice 4. On considère le graphe G suivant :

1

3 2

4

a. Donner sa matrice d’adjacence A.
b. Calculer A2 et A3.
c. Calculer A+A2 +A3 et vérifier que tous ses coefficients sont strictement positifs.
d. Interpréter la propriété précédente sur le graphe G (on dit que G est fortement connexe).
e. Vérifier que A4 = 2A. La matrice A est-elle primitive ?



Exercice 5. On considère la matrice A =



0 2 1
0 0 1
0 1 1


.

a. Calculer A2. Montrer que pour tout n ≥ 1, la première colonne de An est nulle.

b. Dessiner le graphe dont la matrice d’adjacence est A. Est-il fortement connexe ?

Exercice 6. On considère le graphe G suivant :

2

x1

x4

x3

1

3

a. Écrire la matrice d’adjacence A du graphe G.

b. Calculer A2.
Combien y a-t-il de chemins de longueur 2 allant du sommet 2 vers le sommet 1 ? vers le sommet 3 ?

c. Calculer A5. (Cf fiche no 3.)
Combien y a-t-il de chemins de longueur 5 allant du sommet 2 vers le sommet 1 ? vers le sommet 3 ?

Exercice 7. On considère la matrice A =



2 1 4
0 1 0
1 1 2


.

a. Dessiner le graphe G dont la matrice d’adjacence est A.

b. Calculer A2.

c. Donner le nombre de chemins de longueur 2 dans G menant du sommet 1 vers le sommet 2.

d. Calculer le polynôme caractéristique de A et vérifier qu’il s’écrit PA(x) = x3 − 5x2 + 4x.

e. Trouver les trois valeurs propres de A.

f. Trouver les nombres α, β et γ tels que chaque valeur propre r de A vérifie r7 = αr2 + βr + γ.

g. On rappelle qu’on a alors A7 = αA2 + βA+ γI. Écrire la matrice A7.

h. En déduire le nombre de chemins de longueur 7 dans G menant du sommet 1 vers le sommet 2.

Exercice 8. (Examen 2017)

a. Dessiner le graphe orienté G dont la matrice d’adjacence est A =




0 1 0 2
2 1 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0


.

b. Un logiciel de calcul donne les valeurs suivantes pour les premières puissances de A :

A2 =




2 1 2 0
2 3 0 4
2 1 1 0
0 1 0 1


 ; A3 =




2 5 0 6
6 5 4 4
2 4 0 5
2 1 1 0


 ; A4 =




10 7 6 4
10 15 4 16
8 6 5 4
2 4 0 5


 ;

A5 =




14 23 4 26
30 29 16 24
12 19 4 21
8 6 5 4


 ; A6 =




46 41 26 32
58 75 24 76
38 35 21 28
12 19 4 21


 ; A7 =




82 113 32 118
150 157 76 140
70 94 28 97
38 35 21 28


 .

Trouver le plus petit entier l tel que, d’un sommet vers un autre du graphe G, il existe toujours un
chemin de longueur l.
Trouver le plus petit entier m tel que, d’un sommet vers un autre du graphe G, il existe toujours un
chemin de longueur inférieure ou égale à m.


