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Exercice 1.

a. On pose u, = 35‘?72),;3_ pour tout n € N*. Déterminer la nature de la série Y uy,.

Le terme général est strictement positif, on applique le critére de D’Alembert. On simplifie :

Unt1  (Bn+3)!x 3" x nl3 Bn+3)3n+2)(3n+1)

up  (3n)! x 30+t x (n+ 113 3(n+1)3
Les polynomes au numérateur et au dénominateur sont équivalents, en 400, a leur terme dominant : (3n + 3)(3n +
2)(3n+1) ~ (3n)3 = 27n3 et 3(n+1)2 ~ 3n3. On adonc u, 1 /u, ~ (27n3)/(3n?) = 9. Autrement dit lim,, o0 w41 /Uy =
9 > 1, le critére de D’Alembert montre donc que la série > u,, diverge (grossiérement).

n

b. On pose v, = m
On pourra observer que 2 + cosn > 1 pour tout n.
On s’appuiera sur des théoréemes du cours pour démontrer la convergence.

pour tout n € N*. Montrer que la série v, converge.

Le terme général n’est pas de terme constant. Il ne s’agit pas d’une série alternée : a cause des oscillations du cosinus,
1/n%(2+cosn) n'est pas décroissante. On va utiliser la convergence absolue et le théoréme de comparaison. A cause du
cosinus, il est difficile de donner un équivalent « simple » du terme général et on va procéder plutét avec une inégalité.
On a cosx > —1 pour tout x, donc 2 +cosn > 2 — 1 = 1 pour tout n. Cela implique n?(2 + cosn) > n? x 1 = n? puis
lun| = 1/n?(2 + cosn) < 2 (les termes du produit et du quotient sont positifs). Comme |v,,| et - sont positif, le
théoréme de comparaison (par inégalité) s’applique. La série Y - converge (série de Riemann avec exposant o > 1)
donc la série Y |v,| converge. Autrement dit la série > v, converge absolument, ce qui implique qu’elle converge.

Exercice 2. Soit (uy)nen une suite de nombres réels strictement positifs. Pour tout n € N, on pose

Un
Sp=ugtu+-+uUp_1+u, et v,=—
Sn
a. On suppse que la série Y u, converge. Montrer que la série Y v, converge.
On pourra commencer par justifier que la suite (Sy), admet une limite | strictement positive et on concluera a l’aide
d’un théoréme du cours.
Les S, sont les sommes partielles de la série Y u,,. Par définition, le fait que cette série converge signifie que la suite
(Sn)n @ une limite, appelons-la . Comme les w,, sont positifs, on a S, > ug pour tout n, en passant a la limite
on obtient [ > ug > 0. Une suite qui admet une limite non nulle est équivalente a sa limite, on a donc S,, ~ [ et
Up = Up /Sy ~ uy,/l. La convergence de la série > u,, implique celle de la série Y u,, /I, comme cette série est a termes
positifs le théoréme de comparaison (par équivalent) s’applique et montre que la série > v,, converge.

b. Montrer que In(1 — v,) = In(S,—1) — In(S,,) pour tout n > 1.

Onal-v,=1-3g = SS;“ = % En prenant le In on obtient ’identité demandée.

c. On suppose que la série Y v, converge. Montrer que la série Y 1In(1 — v,) converge.
On rédigera un raisonnement en commengcant par justifier I’équivalent —In(1 —v,) ~ v, et en concluant & l'aide d’un
théoréme du cours.
La série > v, converge par hypothése, en particulier son terme général v, tend vers 0. On peut donc appliquer
Péquivalent In(1 +t) ~q t en posant t = —v,, et on obtient —In(1 — v,,) ~ v,. Le terme général v,, est positif donc on
peut appliquer le théoréme de comparaison (par équivalent), la convergence de la série Y v, implique celle de la série
— > In(1 — v,), donc aussi celle de la série Y In(1 — v,).

d. On suppose que la série Y v, converge. Montrer que la série Y u, converge.
On rédigera un raisonnement en commengant par montrer, a l’aide des questions b et ¢, que la suite (In(S,,)), converge.
D’apreés la question c, la série Y In(1—wv,,) converge. D’aprés la question b, on peut la voir comme une série télescopique.
Plus précisément on a
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> (1 —vy) =Y (In(Sy) = (Sp_1)) = Y _I(Sn) = Y In(Sy1)

Il
—

n

I
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In(Sk) — > In(Sk) = In(Sy) — In(Sp).
k=0
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—

On a posé k = n dans la premiére somme et k = n— 1 dans la seconde. La convergence de la série Y In(1 — v,,) signifie
que la quantité ci-dessus a une limite quand N tend vers 400, et donc que la suite (In(Sy))n converge. Par continuité
de exponentielle, cela implique que la suite (Sy)xn converge, ce qui signifie par définition que la série Y wu,, converge.



