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Durée : 3 heures. Aucun document ni calculatrice n’est autorisé.
Les 4 exercices sont indépendants.

Exercice 1. On considére une série de fonctions (), oy« fx) avec fi, € C([0,1],R) pour tout k. On suppose
que la série converge simplement sur [0,1]. On note Sy, : & — >, _; fi(z) les sommes partielles et S : z —
Y rey fr(x) la somme de la série.
1. Rappeler I’énoncé d'un théoréme de Dini (au choix).
2. On suppose que les fonctions fi sont a valeurs positives et que S est continue sur [0, 1].
Montrer que (Sy), converge uniformément sur [0, 1].
3. On considére le cas ot fi(t) = £(t% — tF1).
Calculer S et montrer que la série de fonctions (Y fx) converge uniformément sur [0, 1].
4. On considére le cas ou fi,(t) = —t*In(t), £(0) = 0.

La série () fr) converge-t-elle uniformément sur [0,1] 7

Exercice 2.

1. Soit F' un R-espace vectoriel normé, et F* son dual topologique. Montrer que si x € F' est un vecteur
non nul, il existe une forme linéaire ¢ € F* telle que p(x) # 0.
On pourra utiliser le théoréeme de Hahn-Banach.

Soit E, F' des R-espaces de Banach et T : E — F une application linéaire. On suppose que pour toute forme
linéaire continue ¢ € F*, la forme linéaire p o T' € E* est également continue.

2. On note G(T') C E x F le graphe de T. Montrer que
G ={(z,y) e EXF|VoeF" poT(z) =y}

3. Montrer que 'application linéaire T" est continue.

Exercice 3. On considére le R-espace vectoriel E = C(]0,1],R) et on note || ||oc la norme de la convergence
uniforme sur E. Pour t € [0, 1] on note ¢; 'application linéaire ¢; : E — R, f — f(t).
On se donne de plus une autre norme N : EE — R qui vérifie les deux propriétés suivantes :

— (E, N) est complet ;

— si f,, converge vers f relativement & N alors f,, converge simplement vers f.

1. On fixe f € E. Montrer que la famille de nombres réels ¢.(f), avec ¢t € [0, 1], est bornée.

2. Montrer que pour tout ¢ € [0, 1] Papplication ¢, est continue relativement a N.

3. Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que || f|lcc < CN(f) pour toute f € E.
On pourra utiliser le théoréme de Banach-Steinhaus.

4. Montrer que N est équivalente a || - || -
On pourra appliquer un théoréme du cours & application 1d : E — FE.

(suite au verso)



Exercice 4. Pour tout segment S = [a, b] C [0, 1] on considére 'espace de fonctions continues Eg = C(S,R)
muni de la norme de la convergence uniforme sur S notée || f||s = supseg | f(1)].

On considére un sous-espace fermé F C Eg tel que toutes les fonctions f € F sont de classe C' sur S.
Pour z # y dans S et f € Eg on pose @, (f) = (f(z) — f(y))/(x —y).

1. Montrer que ¢; 4, est une forme linéaire continue sur Eg.
2. Montrer que pour f € F fixée I'ensemble {¢, ,(f) | z,y € S,z # y} est borné dans R.

3. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour toute f € F' et tous z # y dans S on ait

[f(@) = f)l < Clz =yl s

4. On fixe des points a = tg < t; < --- < t; = b tels que |tp41 — tx| < C~! pour tout k.
Montrer que pour toute f € F on a supyeg | f(t)| < maxy, |f(te)| + 5[ fls-

5. Montrer que F' est de dimension finie.

Dans les questions suivantes G est un sous-espace fermé de Ej ;) = C ([0,1],R) tel que toutes les fonctions
f € G sont de classe C! sur [0, 1] (noter la borne exclue).

Pour n € N* on note S, = [1 — 1,1 — n%rl], Gn = {fs, | f € G} C Es, et Cy la constante obtenue pour
S =S5, et F =G, alaquestion 3. On découpe les intervalles S,, en sous-intervalles de largeur au plus C,, :
on obtient une suite strictement croissante de points ¢ € [0, 1] telle que t; = 0 et limg, tx = 1, et une suite

strictement croissante d’indices k,, € N* telles que ¢, =1 — % et |tgy1 — tg| < Cgl pour kyp <k < knpt1.

6. Montrer que pour toute f € G on a supycjo 11 |f(t)| < supy | f ()| + 31 F o,
7. Montrer que pour toute f € G on a || f|lp,1] < 2supy | f(tx)] < 2 fllj0,1-

On note L C [*°(N,R) le sous-espace des suites réelles convergentes, muni de la norme ||(zg)k||coc = supy, |z
On admet que L’ est séparable, c’est-a-dire qu’il existe un ensemble dénombrable de formes linéaires ¢, € L’

qui est dense dans L'. On définit J : Ejg 1) — £°(N,R), f = (f(tx))-
8. Montrer que J définit un isomorphisme, c’est-a-dire une bijection continue dont la bijection réciproque
est continue, entre G et un sous-espace fermé K C L.

9. Montrer que G’ est isomorphe a K’, puis que G’ est séparable.
On pourra utiliser le théoréeme de Hahn-Banach.



