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Notations
[Baaj, Skandalis]

V e L(H® H) régulier, irréductible (H sép.)
- S, et S,, C*-alg. de Hopf bisimplifiables
Si V de type compact : projecteur sur la triviale
p= (idoh)(V) € &,.

A, B : C*-algébres S,-équivariantes.
Sr-algebre : 04 injective et simplifiable.

FE : B-module hilbertien Sy-équivariant g
-+ Xg € L(EQs,(B®Sr), E®QSr), di (k)
op triviale » Xp € Lg(E®QH) repr. de V :
X12X13Vo3 = Vo3Xip & Sx.

Représentation covariante 7 : A — Lg(F) tqg

op(m(a)) = (r®id)d4(a) - 6p(C)
= (7®id)dg(a) = X(7(a)®1)X™* qd g triviale.



K K-Theéorie S-équivariante
[Kasparov, Baaj, Skandalis]

Définition (E,7n,F) e€Eg (A,B) :

E de type dénombrable, 7. /27Z-gradué

m . A — Lg(FE) covariante de degré O

F élément de degré 1 de Lg(F)

[7(A), F] C Kp(E)

7(A)(F2 —-1) et 7(A)(F — F*) C Kg(E)
(r(A)@Sr)(F®1 - p)(F)) C Kp(E)®Sy

Homotopie : induite par Eg (A, B[0,1]) et les
évaluations en 0 et 1 -+ KKg (A, B).

VY YV

Proposition (stabilisation)
V de type compact, H = ¢2(N). On a
E®(ARHRH) ~ (AQH®H).



Produits croiseés

Définition op triviale, X repr. sur FE,
w:A— Lg(FE) covariante non dég. :

Ax Sy =Vect{n(a)s | ac A, s € Sx}.

Exemples

Er=AQH, mp =04, Xr = 1QV > A x 5,.
(Ep, mp, Xp) «universelle» = A x Sp.

On note Ay : AxSp— Ax8., A= ).

Définition Coactions de S, et S, sur

- Ax S, 64, 64 injectives, simplifiables.
—~ . /\A
> A X Sp I op,,

- et aussi i Ax S, — M((AxSp)RS).

AA . .o
(Sp?p simplifiables.



Applications de descente

Proposition
On pose Ex Sy =FE®g(B xS;) (t=7r ou p).

1. Kp,g (ExSr)~ Kp(E) x Sr.

2. Si(E,n,F)ecEg (A, B) alors
(ExSp,mxid,Fx1) € E(Ax S, B x Sz).

3. =% morphismes jr et jp en KK-théorie.



Points fixes

Définition SoitW = (U®1)V(U®1), on pose
SpoH - C®§— (W(E®1))230E(()13-

Proposition

1. 9 € Lp(E,F) > ¢ = Xp(¢®4s,1d) X%
c Lg(FQH,FQ H) est équivariant.

2. 0naAxS8. CLA(AQH)"".

Proposition A
1. V de type discret - (A x 8,.)°" = m.(A).

2.V de type compact, A Sy-algebre
> AxS =K s(AQH)".

Définition V de type compact. L’égalité 2.
induit un isomorphisme

& LA(ARHOH) 5 Ly o ((AxS)@H),
et le triplet (A®Q H,id,0) définit un élément

B € KKg ((Ax Sr)riv, A).



Théoreme de Green-Julg

Théoreme B Sy-algebre, é 4 triviale,
V de type compact.

1. & induit un isomorphisme
by KKg (A,B) —» KK(A,B x Sy).

2. On a &= f* o jr, avec
f:A—>A>4§r=A®Sr, ar— a@p.

3. On a ©;1(2) = he(2)®8, avec

Proposition dép triviale.
On a un morphisme canonique :

V: KKg (A B) — KK(Ax Sp, B).

V de type discret - WV jsomorphisme.



K-Moyennabilité

Théoreme On aiv=iii=ii=1i:
i. 3ae KK(S,,C) M(a) = [&)].
ii. [\] € KK(Sp,Sr) est inversible.
iii. VA [My] € KK(AxSp, AxSy) est inversible.

iv. 1 € KKg (C,C) est représenté par (E, 1, F)
tqg o est faiblement contenue dans 6.

Si 'V est de type discret, iv < iii < ii & .

Définition On dit que S, est K-moyennable
lorsque iv est vérifiée.

Remarque Dans le cas discret,
Jp © TA = Dp OTANSPO\IJ
[0']® g, est I'inverse de [A4].



