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Groupes quantiques compacts
exemple des groupes discrets
[Woronowicz]

S C*-algébre de Woronowicz
d: 85— S®S coproduit

Ex. : S = Cy(G), G compact,

6(f)(r,s) = f(rs)
Ex. : S=C*(N), 6(9) = gQg

coreprésentation de dim. finie :
v € L(Hy)®S tg (ild®d)(v) = v1ov13
vp v, vV, v, ... » catégorie tensorielle C
Théorie « de Peter-Weyl » = Irr C
Ex. :Ir C~T, vg =idc®g

vg®vg/ = Vgg/r Vg = Vy—1

C*-algébre duale : § = @ycppre L(Hs)
projecteurs centraux minimaux (ps)scirrc



Groupes quantiques compacts
exemple des groupes discrets
[Woronowicz]

h € S’ état de Haar : (h®id)é = (ild®h)é = 1gh
— S, C L(H) image de la représentation GNS
—- S C L(H), pr € L(H) proj. orth.

Ex. : h(g) = 6ge, H=14¢2(I")
Co(M) C L(H) multiplication
C*(I") Cc L(H) repr. réguliére
pg Proj. orth. sur Iy € £2(I)

V € L(H® H) unitaire multiplicatif
(V12V13Voz = V23V12)
U € L(H) unitaire involutif
Ex. : HQH ~ ¢2(IN)
V(f)(g,9) = flg,97 ")
U(f)(g) = flg™1)



Groupes quantiques libres
[Wang, Banica]

On fixe Q € GL,(C) avec n > 2.
Au(Q) = C*(1,u;; | u et QuQ~1 unitaires)
ol u = (u;;) € L(C")@Au(Q) et u = (u;:j

— Irr C : monoide libre en v et u avec,
pour v =wu oU u, Tv = vr et
ro@or’ = rvor’ @rer, rour’ = rouvr’,

Ao(Q) = C*(1,u; ; | u unitaire, QuQ ™1 = w)

= Irr C~Navecr, =rg, r1 =u et
TROOTL = T|k—l| DT |g—i|4+2D - D T4
(si QQ € Cly)

NB : C*(Fp) = C*(1,u; | Vi u; unitaire)



Graphe de Cayley
groupes discrets

Données

— [ goupe discret

- ACT finie, A™l=A,e¢ A
(ensemble des directions)

Approche simpliciale
s=T,a={(rr)es?|Is€ A r =rs}
retournement 0 : a — a, (r,7) — (', 7)
orientation : a =ay LU0(ay)

arétes géométriques : ag = a/{0(a) ~ a}

vy vy

Origine 4 direction

-+ s=l,a=IxA

- (0,b):a—sxs, (r,s) — (r,rs)
- retournement : 6(r,s) = (rs, s~ 1)



Graphe de Cayley
groupes quantiques discrets

Donneées

- groupe quant. discret : Sy, (H,V,U), S, C
- pi1 proj. central de S : p1 =3, cppr

-+ UpiU =p1, pop1 =0 < D=D, 10 ¢ D

Graphe classique associé a (V,pq)

-+ s=IrC,a={(r,r)eC|IseDr' Crxs}

— 0 bien défini 1 ¥ Cr®s < rCr'®s

— structure supplémentaire . arétes multiples
et colorées par D

Graphe quantique associé a (V,pq1)

—» espaces de Hilbert : H, K = HRp1H

- O=3X(1xU)VUU)X, K;= Ker(© —id)
> O=(dRe) et B=00©®:K — H

-+ V:.:K—> H®QH « extrémités »

NB : ©2 £ id



Orientation

Hypotheéese
Le graphe classique de (V,pyp) est un arbre
strict =» origine 1., orientation montante :

ay = {(r, ') | d(r’, 1) =d(r,1¢) + 1} Ca

Définition

-+ pn =3 {pr | d(r,1¢) =n}

> Pxt = X(reay Vo (0r@p)V,

> Px-=1—Dxt, P+x = O'px-O

> D+4+ = Pk+P+ks P+— = Px—DP+%ks - - -

- K, =pi1 K espace des arétes montantes

On pose |Fy = Bpy4+ : Kg — H.




Image et noyau de F;

On suppose que le graphe classiqgue associé a
(V,p1) est un arbre strict.

Proposition B|K++ est injectif et son image
est (1 —pg)H. De plus il commute a S, modulo
des opérateurs compacts.

Théoréme Pour toutn eN

P4+ +p-)O" (P44 +p--) =
= (p44+ +p--)O© "(p4+ +p--).

Theoreme La restriction de pyy a K4 est in-
jective et son image est

{¢ € K4t | p+-Opy+( €Im(id — p1_Opy_)}.

Proposition Le groupe quantique discret as-
socié a V. est un produit libre fini de groupes

Ao(Qy) et Au(Q%) avec Q;Q; € Cid.



Espace Hy pour A,(Q)

Définition

-+ T = (p+-Op+-)u, S~ pt+—Opi4

- Hoo =1im ((p®p1)K+-,T)

= i (pp®p1)K4- — Hoo, P =Y i1(pr®p1)

can

Proposition On suppose que Tr Q*Q > 2.
Alors R= PS : K44+ — Hx est borné, surjectif,

et Ker R={¢e€e Kiy | S¢elm (T —id)}.

Kg

Yi:i_
B

Kyt — (1 —po)H

S

Heo



Représentation no pour A,(Q)

T T T T T
Py — - = ppKy o — prp1B4 — - — Heo

v v o

Ky Ky /@/ Ky Too(a) i
2 7 A L _
Hop —> v+ —> Hog ——> Hog — -+ —> ?

Théoréme On note p+ (a) = p+ (a®1)p4+_

pour tout élément a € S C Sr.

- Soit ( € (pp®p1)K4-, alors (Py4-_(a)T"()n
converge vers un vecteur woo(a) (i) € Ho.

= (a— moo(a)) définit un homomorphisme de
Sy dans L(Ho).

Proposition R*etp, . Kk, CoOmmutent aux re-
présentations de Sy modulo les compacts.
- I+ BR* définit un élément v € KK ¢(C,C).



