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Exercice 1. Ecrire les parties suivantes de R et leurs complémentaires comme réunions d’intervalles :

a. {xeR|x#0} b. {zeR| |22 -1 <2}
c. [2,3[U{0} d. ]-3,4[U[2,5]
e. ZUR_ f. R* N{zeR||z—3>1}

En déduire si ces sous-ensembles sont fermés, ouverts, ou si on ne peut pas conclure par cette méthode.

Exercice 2. Lorsque c’est possible sans calcul, dire si les sous-ensembles suivants de R sont ouverts, fermés ou
ni I'un ni 'autre.

A1: U |:1+n22,3—2::1:| A2: ﬂ |:Sll’l<n/2,n:i_1),4:|

neN* nEN*
2 2n 2 n
A= (] {3‘712’3%_1] 4= U [‘nv“nﬂ]
neN* neN*

Exprimer Aq, A3 et A4 comme intervalles et conclure.

Exercice 3. Exprimer comme intervalles les sous-ensembles Ay, Ao, A3z, B C R définis par :

1 1 1 1
A, = U{xeR ‘stin(%)} B = ﬂ {cosnsinn, coanrsinn].

neN neN*

Exercice 4. Exprimer les parties suivantes de R & partir d’images réciproques de sous-ensembles plus simples :
p p p

a. {xeR||z?-1<2} b. {z € R | sin(z) > 1}

c. {z€R| ch(z)>3 ou chx)< -2} d. {zeR|2®+3z—1<cos(3z)}

e. {zeR|exp(z)€l,2] ou In(z)€[1,2]} f {zeR]|sin(z)>3 et cos(z) > 3}
g. {x eR| cos(z) # exp(—x)} h. Z

En déduire si ces sous-ensembles sont fermés, ouverts, ou si on ne peut pas conclure par cette méthode.

Exercice 5. Soit F : R — R la fonction partie entiére, et considérons
fR->R, z—x— Ex).

a. Tracer le graphe de f sur [-3,3].
b. Ecrire I = f~1([0,1]) et J = f~([3,1]) comme réunions infinies d’intervalles.

c. I et J sont-ils ouverts, fermés, ou ni I'un ni autre 7 Commenter.

Exercice 6. Soit f et g deux applications continues de R dans R. Pour tout « € R on pose

() = max(f(z), g(x)).

a. Montrer que pour tous a, b € R on a max(a,b) = %(a +b+ |a—10l]).
b. Montrer que la fonction ¢ est continue.

¢. En déduire que le sous-ensemble de R suivant est fermé :

A={z>0| max(2sinz,exp(cosz)) € N}.



Exercice 7. On considére les sous-ensembles suivants de R :
1
A=R* B=len|, C’:{— ‘ nEN*}.
n

Montrer qu’ils ne sont pas fermés, en utilisant des suites.

IS

Donner une méthode plus rapide pour montrer que A n’est pas fermeé.
Montrer que B n’est ni ouvert ni fermé, a ’aide de suites.

Montrer que C' U {0} est fermé.
On pourra écrire le complémentaire de C' U {0} comme réunion d’un nombre infini d’intervalles.

/oo

Exercice 8. Soit f une application de R dans R telle que lim, . f(z) = 400 et soit A = {f(n) | n € N}.
On note B(z,r) = Jx —r,  + r[ la boule ouverte de centre x et rayon r dans R.

a. Montrer que pour tous z € R, r € R lintersection A N B(x,r) ne contient qu’un nombre fini de points.
b. En utilisant la question précédente, montrer que pour tout = ¢ A il existe r € R tel que AN B(zx,r) = 0.
¢. Soit (2, )nen une suite & valeurs dans A et convergeant vers z € R. Montrer qu’on a nécessairement x € A.

d. En déduire que A est fermé.

Exercice 9. On dit que deux réels z, y sont de méme signe si on a (x > 0 et y > 0) ou (x <0 et y < 0).
On s’intéresse aux deux sous-ensembles suivants de R :

A ={z € R | cos(x) et sin(x) sont de méme signe},

B = {z € R | cos(x) et sin(zv/2) sont de méme signe}.

Tracer sommairement les graphes des fonctions sinus et cosinus sur [0, 27].

S

Représenter A sur la droite réelle, entre —3m et 3.

Montrer que = appartient & A si et seulement si il existe un entier relatif k € Z tel que x € ]km km+ 5 [

o

Ecrire A comme réunion d’un nombre infini d’intervalles. Montrer que A est ouvert.

o

e. Montrer que les fonctions suivantes sont continues :
f:R—R, z+ cos(z)sin(z) et ¢:R—R, z— cos(z)sin(zVv?2).

f. Exprimer A et B comme des images réciproques. Montrer que B est ouvert.

g. Peut exprimer B comme réunion d’intervalles? (Question subsidiaire)

Exercice 10. On se propose de montrer a l’aide de la définition que les parties de R suivantes sont ouvertes :
A=R\[-1,1], B=R\Z.
a. Soit x € Aetr=|z|—1.

Montrer que la boule ouverte de centre x et rayon r est incluse dans A.

b. Soit z € Betr = |v — E(x + 1)|.
Montrer que la boule ouverte de centre x et rayon r est incluse dans B.

¢. En déduire que A et B sont ouverts.
On n’oubliera pas de vérifier que les réels r ci-dessus ne sont pas nuls.



