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INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 1. Etudier I'intégrabilité des fonctions suivantes sur les intervalles précisés ci-dessous :

2

- a:x— @ sur [1,+ool, — bz (11\1/?2 sur [1, +o0l,

— crx e i sur [2,+o0], - d:xz— /zln(z) sur |0,1],
fe:x»—>§sur]0,1}, 7f:xb—>msur]0,§],

- g:z~ In(2z) sur ]0, 1], — h:xw— v—Inzsur]0,1],

— iz ﬁ sur |1, 2], — j x> exp(—3x) sur [0, 400,

~ k:xw— 2% exp(—x) sur [0, +o0], — l:z— exp(—2lnz) sur [1,+oo],

— m:z— x(sinx)e * sur [0, +o0], — n:x— exp(—VInz) sur [1,+o0],

— 0: 2+ zexp(—y/x) sur [0, +oo], — p:a+— exp(—zarctanx) sur [0, +oo],

- q:xHﬁsur[Q +oo.

Exercice 2. Etudier 'intégrabilité des fonctions suivantes sur les intervalles précisés ci-dessous :

In(z+1
- a:xa%bur[l,—koo[, - b:xHﬁsnr[l,—km[,

arctan x
€T +— m sur [1 +OO[

— c¢:x— arctane ® sur [0, 400/, - d:

— e:z— (chvInz)~2 sur [2, +o0], — frz— /In(z+1) — VInz sur [1, +o0],
h: x'—>x+1—\/x2+—2acsur [1, 400,
J:
l:

x+— ———— sur |0, 1],

e’ —cos T

— g: x> arccos(£1) sur [1, +oo], -

fi:xH\;%sur]O,l], -

- k:x»—)%snr]&l],

1_\/5 sur [0, 1],

- m:xw 1+an(;F) sur ]0, +oof.

Exercice 3. Discuter, suivant la valeur du parameétre o € R, la convergence des intégrales suivantes :

— I = f0+°° x® arctan(z)dz,
+oo rinx
= f 1—‘,—1:t2)‘1 de
f 2% In(x + e*®)dw.

Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes, aprés avoir justifié leur convergence :

— I = fo hi”” dx.
f+oo re Veidz.
— K= fo (;A’TII)Q'

Exercice 5. On pose I, = fol(ln x)™dz pour tout n € N.
a. Justifier 'existence de I,, pour tout n.
b. Déterminer une relation de récurrence entre les intégrales I,,.

c. Calculer I,, pour tout n.



Exercice 6. Pour tout a > 0 on pose I(a) = 0+°° aélﬁnz.

a. Justifier existence de I(a) pour tout a > 0.
b. En effectuant le changement de variable z = 1/y, montrer que I(1) = 0.

c. En effectuant le changement de variable z = ay, déterminer la valeur de I(a) pour tout a > 0.

Exercice 7. Pour tout n € N on considére les intégrales

+oo dz Foo z"dx
1,,:/ A an/ _wndr
o (1+22)(1+2m™) 0 (1+22)(1+2m™)

a. Justifier I’existence de I,, et J,, pour tout n.
b. Montrer que I, + J, = § pour tout n.

c. A l'aide du changement de variable z = 1/y, déterminer les valeurs de I,, et .J,, pour tout n.

Exercice 8. On cherche a calculer I'intégrale de Gauss G = f0+°° e dx.

a. On rappelle qu'on a e! > 1 + ¢ pour tout ¢ € R. Montrer que pour tout n € N* on a

—n

Yu € [0,n] (1—%) <e ™ et Yu>0 e_“g(l—l—%)

b. Démontrer qu’on a, pour tout n € N* :

Vn 2\ " +o00 2\ "
/ <1x) deGS/ (1+x> dz.
0 n 0 n

On appelle I,,, J, les intégrales aux membres de gauche et de droite.

c. Grace a des changements de variables appropriés, relier I,, et J, aux intégrales de Wallis W,, = fO% (cosz)dz.

d. On rappelle que W,, ~ /3=. Montrer que G = @

Exercice 9.

s +00 sj
a. Montrer que l'intégrale fl 25 dx converge.

b. Montrer que I'intégrale f1+oo Si%dx converge. Indication : utiliser une intégration par parties.

(sin )

2
c. Montrer que 'intégrale froo - dx diverge. Indication : linéariser (sinz)?.

d. Montrer que l'intégrale f1+oo Si%dx n’est pas absolument convergente.

Indication : utiliser la question précédente.

Exercice 10. On pose f(z) = % et g(x) = %

a. Etudier la convergence de I'intégrale f1+oo f(x)dz et sa convergence absolue.
On pourra s’inspirer de ’exercice 77.

b. Montrer que f ~ o g. Plus précisément, montrer qu'il existe une fonction h(z) = O(z~=3/?) telle que

(sinz)?

g(x) = f(z) - + h(z).

c. Etudier la convergence de l'intégrale f;roo g(z)dzx et sa convergence absolue.

Exercice 11.
400 sinz

1 ~& est-elle convergente ? absolument convergente ?

a. Pour quelles valeurs de o« > 0 l'intégrale

b. Pour quelles valeurs de o > 0 l'intégrale ffoo In (1 + %) est-elle convergente 7 absolument convergente 7



