UNIVERSITE DE CAEN 1* SEMESTRE 2015-2016
UFR SCIENCES MATHEMATIQUES
L2 MATHS ANALYSE

SERIES NUMERIQUES

Exercice 1. Déterminer la nature des séries données par les termes généraux suivants :
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Exercice 2. Soit (u,), une suite de réels positifs tels que la série (>, u,) converge.

a. Montrer que la série (3, u2) converge. Le résultat subsiste-t-il si on ne suppose plus les u,, positifs ?

b. Montrer que les séries (D, %3), (3, ‘/;?") convergent. Pour la deuzieme on pourra utiliser Cauchy-Schwartz.
c. Montrer que la suite des produits P, = [];_,(1 + ux) a une limite quand n tend vers +oo.

d. Soit (vy,), une autre suite de réels positifs tels que la série (3, v,,) converge.
Montrer que la série (3, \/unvy,) converge.

Exercice 3. Déterminer la nature des séries données par les termes généraux suivants :
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Exercice 4. Pour tout n € N* on pose

C1Ix3x5x--x(2n—1)

" _Ix3x5x--x(2n—3)
" 2x4x6x--x(2n)

t v, =
v 2x4x6x%x--+x(2n)

a. Quelle est la limite de la suite % ?
Montrer que la suite (nu, ), est croissante. En déduire la nature de la série (X, u,).

b. Quelle est la limite de la suite % ?

Montrer qu’on a (n + 1)%v,4+1 < n®v,, pour tout n et tout « € }0, % [ En déduire la nature de la série (2,v,).

Exercice 5. Etudier la nature des séries données par les termes généraux suivants :

1 2 —1)n
a, = (71)”—nn, b, = sin ™ , Cp = 7( ) .
n n+1 n+ (—=1)»-t

n—1
Exercice 6. Pour tout n € N* on pose a,, = ni et b, = %

a. Etudier la convergence des séries (3, <, an) et (32, bn), selon la valeur du paramétre réel s.

b. Lorsque s > 1, déterminer une relation entre ( = > 7 an et = ", by.

c. Le parameétre s est maintenant un nombre complexe non nul.

1 (1— s
(i) Montrer qu’on a ba,—1 + bay, = % En déduire un équivalent simple de ba,—1 + bay,.
On admet que le DL1(0) de (1 +t)* reste valable pour a € C.

(ii) On écrit s = r + 0. Déterminer la forme trigonométrique du complexe n®.
Montrer que (", < ban—1 + b2,,) converge absolument si 7 > 0.

(iii) Etudier la convergence de la série (3°, 5, by) selon la valeur du paramétre complexe s.



Exercice 7. Etudier la convergence des séries de termes généraux suivants :

un—ln(1+(_;)n), vn—ln<1+(7ﬁ)n>, wn:i, x”_nait){;nnﬁ'

Comparer la convergence de (Zn (_\;T)Ln> et (Hn(l + %))

Exercice 8. Calculer les sommes suivantes :

oo
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Exercice 9.

a. Calculer Z'IL 1 m

b. Calculer Y | (ﬁ + %ﬂ — an) On rappelle que >~ n) =—In2.
c. Calculer Y >°

1
n=1 12422+4...4n2"

Exercice 10.

a. Calculer, pour tout = # 7, la somme s(z) =Y __, x—k Exprimer s'(z) comme une somme.

b. Calculer les sommes suivantes :

— 1 — k o k2
k=0

k=0 k=0
Exercice 11. On rappelle que e* = ZZO 05y "~ pour tout z € C. Calculer les sommes suivantes :
n 0 1

A‘;E’ B_nZ:O n! ’ ¢= ZZTL" Dk_nzo(k N
EZ;}%’ F:z:%nn! ’ G:Z:;)nn!

Exercice 12. Soit (z,,), la suite définie par zp > 1 et la relation de récurrence x, 11 = x,, + x%
a. Démontrer que la suite (z,), tend vers +oo.
b. On pose u, =27 "Inx, et v, = upt1 — u,. Montrer que v, = 0(27").
c. Démontrer que la série (), vy,) converge. On note S sa somme. Montrer que un41 —up = S+ 0(27").

d. En déduire qu'il existe a > 0 tel que z,, ~ a?".

Exercice 13. On définit une suite (uy,), par la donnée de ug > 0 et la relation de récurrence ;11 = uy, + ui
a. Montrer que la suite (u,), tend vers +oo, puis que lim(u2 ,; — u2) = 2.
b. A T’aide d’une série télescopique, en déduire que u, ~ v/2n.

On pose v, = u2 — 2n. En utilisant la question précédente, déterminer un équivalent simple de v, 41 — vy,

/o0

On rappelle que Y ;_, % ~ In(n). Déterminer un équivalent simple de v,,.

W+\f1\r}g+o(\}ﬁ).

e. Montrer que

Exercice 14. Soit (pi)r la suite ordonnée des nombres premiers. On souhaite étudier la série (), pik) Pour tout

n € N* on pose V,, = [[;_, (1 — pik)*l.

a. Montrer que la suite (V},),, converge ssi la suite (InV,,),, converge.
En déduire que la suite (V},),, converge ssi la série (3, pik) converge.

b. Démontrer que V,, = []}_, (Zj’;l p,;j>. En déduire que V,, > 377, % Conclure.

c. Pour o € R, quelle est la nature de la série (35, o&) ?
k
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Exercice 15.
a. On pose H, =31, 1, un = H, —In(n) et v, = L.
(i) Montrer que (> (vp41 — vn)) converge.

)
(ii) Montrer que 41 — Up ~ Vpt1 — Un.
(iii) Montrer que (> (un4+1 — uy,)) converge.
)

(iv) En déduire l'existence d’une constante v telle que H,, = In(n) + v + o(1).
Ce nombre 7y est appelé constante d’Euleur.

b. On pose A, =Y ;_; (_;)k.
(i) Vérifier que Ay, = H,, — Hay,.
(ii) En déduire que lim As,, = —In(2).
iii) Montrer que > >0 DY yy(2).
n=1 k

Exercice 16. (Partiel 2014)
On cousideére la suite réelle (x,,),en définie par g = 1 et la relation de récurrence x, 11 = x,, + /Zn.-

a. Etudier le sens de variation de la suite (z,,),, et en déduire que lim,, o 2, = +00.
b. (i) Donner un équivalent simple de v/1 + ¢ — 1 quand ¢ — 0.
(ii) En déduire que lim (\/z +z — ) = 3.
Tr—r 00
c. On pose u, = \/Tpy1 — /Tn pour tout n € N et on va étudier la série (3, < un)-
On note S, = ZZ:O uy les sommes partielles de cette série.

(i) «. Exprimer u, en fonction de x,, seul, puis déterminer la limite de la suite ().
Qu’obtient-on comme équivalent simple de la suite (uy,)n

5. Quelle est la nature de la série (Zn>0 un) ?
Donner un équivalent simple de la suite des sommes partielles S,,.

(ii) «. Exprimer z, a laide des sommes partielles S,, de la série (3 uy,).

B. Déduire des questions précédentes un équivalent simple de la suite (z,).
d. On pose v, = /T, — %n pour tout n € N.
(i) Montrer que v, 411 — vy, ~ _s%/ﬂ' On pourra utiliser un DL5(0) de /1 +t.

(i) Quelle est la nature de la série (3, < (vn4+1 — vyn)) 7 En déduire un équivalent de la suite (v, ).
On rappelle que H,, ~ 1n(n), ot on note H, = > ,_, %

(iii) Déterminer o, 3 € R tels que z,, = an? + Bnln(n) + o(nIn(n)).

Exercice 17. Pour n, p € N* on pose a,,, = 7n2£p2 sin#peta,,=0.
a. Montrer que pour tout p fixé, la série (3, an,p) converge.
AT} _ 1.1 1
b. Vérifier que a, , = Tp(ﬂ — m)_

-1
c. Caleuler 3707 |\ anyp et Y0 anp.

d. En déduire que pour tout p fixé on a ZZOZI Unp = T2

e. Montrer que la série (Zp(zzozl an,p)) converge.

En admettant que Y7 75 = %2, calculer 3772 | 3777 | ay .
f. Comparer a, , et a,n. Quelle est la valeur de Y77 | 3% | anp?
g. La famille (ay p)n,p est-elle sommable ?

Exercice 18. On fixe a € C tel que |a| < 1 et on pose u,, , = a?(271),

a. Justifier la convergence des séries (3~ upq) €t (3,5, Up,q) et déterminer leurs sommes.
- la]?
b. Montrer que la série (3,5, TTal

) converge.
c. Montrer que la famille (u, q)p.q>1 est sommable et en déduire que

n > 2n—1

ZlfaGZn:ZIicﬂnfl'




