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INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 1. Etudier la convergence des intégrales des fonctions suivantes sur les intervalles précisés :

x

2
- a:x»—>£ entre 1 et +o0,

b:xz— (11\1/?2 entre 1 et 400,

- c:z - d:z~ /zrln(z) entre 0 et 1,
fe:xl—>§entre0et1, - f: meentreOet%,
— g:x+— In(2x) entre 0 et 1, - h entre 1 et 2,

(1—1)\/le

— i:x— exp(—3z) entre 0 et +oo, — j:x— exp(—2Inz) entre 1 et +oo,

.

- k:z— (lnl)Q entre 0 et +o0.

Exercice 2. Etudier la convergence des intégrales des fonctions suivantes sur les intervalles précisés :

In(z+1)

S aize o swr [1, +oof, - b:xH%sm [1, +oof,

— c: x> arctane * sur [0, +oo], - d:xl—)%sur [1, 400,

~ e:x /In(z+1) — VInz sur [1, 4o0], — f @ arccos(£1) sur [1, 4o0],
~— g:x— o+ 1—vaZ2+ 2z sur [1, +o0], - h:xH\;c’frixsur]O 1],

— iix e e sur ]0,1], - j:x»—)m%sur]o,l],
—k:zws 171\/5 sur [0, 1], — l:x 1+ xn(;3) sur ]0, +oof.

Exercice 3. Etudier la convergence des intégrales des fonctions suivantes sur les intervalles précisés :

c x> 22 exp(—x) sur [0, +o00],
s = exp(—vInz) sur [1, +ool,
: & — exp(—zarctan x) sur [0, +oo],

sz (chvInz)~2 sur [2,+oo].

- a:x— v—Inz sur0,1], -
— c¢:x— x(sinz)e”® sur [0, +ool, -

— ez xexp(—\/:f) sur [0, +o0l, -

> - e o

— gix (lnm)JC sur [2, +o0l, _

Exercice 4. Etudier la convergence des intégrales des fonctions suivantes sur les intervalles précisés :

— a:x~ sin(x?)e % sur [0, +o0], — bz CO\S/% sur [1,+ool,
- cix fsm(%) sur 10, 1], — d:xz— Lsin(z)sin(2) sur [1,4o0],
—e:x m&%) sur [0, o0, — f:xw— sin(lnz) sur |0, +oo].

Exercice 5. Discuter, suivant la valeur du parametre o € R, la convergence des intégrales suivantes :

— I= f0+°° x® arctan(z)dz,
+ xinx
_ J: fO 1+1IQ)ad$

— K= f0+ x®In(z 4+ e**)dz.




Exercice 6. Calculer les intégrales suivantes, aprés avoir justifié leur convergence :

— I= [y Jeda,
f+oo re Veidz.
— K= fo (;1211)2.

+00 Inz
0 a?+z2"

a. Justifier existence de I(a) pour tout a > 0.

Exercice 7. Pour tout a > 0 on pose I(a) =
b. En effectuant le changement de variable = 1/y, montrer que I(1) =0
c. En effectuant le changement de variable x = ay, déterminer la valeur de I(a) pour tout a > 0.

Exercice 8. Pour tout n € N on considére les intégrales

Foo dz +oo z"dx
o (IT+2?)(1+an) o (I+2?)(1+am)

a. Justifier I’existence de I,, et J,, pour tout n.
b. Montrer que I,, + J, = § pour tout n.

c. A l'aide du changement de variable = 1/y, déterminer les valeurs de I, et .J,, pour tout n.

Exercice 9. On cherche a calculer l'intégrale de Gauss G = f0+oo e~ dz.

a. On rappelle qu'on a e* > 1+t pour tout t € R. Montrer que pour tout n € N* on a
u n u —n
Yu € [0,n] (1 - 7> <e ™ et Yu>0 e "< (1 + 7) .
n n

b. Démontrer qu’on a, pour tout n € N* :

\/?L 3;2 n +oo .’L'2 —n
/ (1—) deGS/ <1+> dx.
0 n 0 n

On appelle I,,, J, les intégrales aux membres de gauche et de droite.

c. Grace a des changements de variables appropriés, relier I,, et J, aux intégrales de Wallis W,, = fO% (cosz)™dz.

d. On rappelle que W, ~ /5-. Montrer que G = @

Exercice 10. (Controle intermédiaire, 2017) On considére les fonctions

In(In(x)) .

1
f:]0,400[ = R, x + sin(z?)In (1—|——2) et g:]l,+oo[ =R, z+— 5
x T

Déterminer un equivalent simple de f(z), puis la limite de f(z), quand  — 0.

IS

L’intégrale de f converge-t-elle en 07 en +o00?

Montrer que 2t = o(%) quand ¢ — +oo.

/0

L’intégrale de g converge-t-elle en 17 en 400 ?
On pourra procéder & un changement de variable.

Exercice 11. (Controle intermédiaire, 2017)

a. Montrer que 'intégrale [ = fo T 1dt converge. Quelle est la nature de I} = fol ﬁdt et I, = fo 11 de?
b. Montrer que pout tout z €]0,1[ on a [ Ldt = fo &

c. En déduire que lim,_; [ litt =1

d. Montrer grace & un DL que la fonction g : x — 7 deéfinie sur |0, 1[ a une limite en x = 1.

ln:L’ r—

e. En déduire que lim,_.; f g(t)dt = 0. On pourra écrire f g(t)dt f;z g(t)dt — f; g(t)dt

f. Pour z € )0, 1[, calculer f;Q t‘i—tl.

g. En déduire la valeur de I.



