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CONTROLE CONTINU N°1

Durée : 2h. Les documents, calculatrices, téléphones et autres objets électroniques sont interdits.

Les réponses doivent étre justifiées : une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte. En particulier
les hypothéses des théorémes utilisés doivent étre mentionnées et vérifiées. La clarté des raisonnements et la
qualité de la rédaction seront prises en compte a la correction.

Les quatre exercices sont indépendants.

Exercice 1. On pose, pour tout n € N* :

_ +e " cos(n?)
= 27 "/nl b, — L _ P\
an n’ n (n+2)2 I Cn ’]’L2+\/ﬁ

Déterminer la nature des séries Y an, > by €t > ¢,. On justifiera précisément les réponses.

() (1)

a. Montrer que la série ) u,, converge.

Exercice 2. On pose u, = (—1)" In(n + (—1)") pour tout n > 3.

1l peut étre utile de vérifier que la fonction f : x — @ est décroissante sur [3,+o0l.

b. La série > u, est-elle absolument convergente ?
On justifiera la réponse sans utiliser de résultat sur les séries de Bertrand. On pourra par exemple
partir de linégalité n > e, valable pour tout n > 3.

c. Montrer que v, ~ u,, puis déterminer un « équivalent simple » de v, — u, quand n — oco.

d. Déterminer la nature de la série ) vy,

Exercice 3. Pour tout n € N* on pose u,, = 7 et
n
(n+1)2
Up = Up2 + Up241 + U240 + - U(p41)2 E Uk
k=n?

a. On note f : R% — R la fonction f(x) = %
k+1

Montrer que pour tout k> 2 on a [ f(t)dt < uy < fkk_l f(t)de.
b. En déduire que pour tout n >2on a2vVn?+2n+2—2n<v, <2(n+1)—2vn? —1.

c. Etablir les développements asymptotiques vn2? +2n +2 =n+14o0(1) et vVn2 — 1 = n+ o(1) quand
n — +oo. On rappelle le développement limité /1 4+t =1+ %t + o(t) quand t — 0.

d. Montrer que la suite (vy,), converge et déterminer sa limite.

Exercice 4. Soit Y u, une série a termes strictement positifs. On suppose que > u,, diverge.
Pour tout n € N* on note S, = Y, _; ug.

a. Quel est le sens de variation de la suite (S,), 7 Justifier.
b. Montrer que la suite (S, !),, tend vers 0. En déduire que la série (S, 1 — S Jr1) converge, en étudiant

la suite de ses sommes partielles.

1 Un41
Sn+1 - SZ+1

c. Montrer que Si — . On pourra commencer par réduire au méme dénominateur.
n

d. Montrer que la série ) | g3 converge.
n



