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UFR Sciences Mathématiques

L3 Maths Fourier et Hilbert

Contrôle Continu n°2

Durée : 3h. Les documents, calculatrices, téléphones et autres objets électroniques sont interdits. Toute forme

de communication avec d'autres étudiants est interdite. Le barême est indicatif.

Les réponses doivent être justi�ées avec rigueur et précision. En particulier les hypothèses des théorèmes utili-

sés doivent être mentionnées et véri�ées. Les copies doivent être lisibles et présentées proprement, l'utilisation

du brouillon est conseillée.

Questions de cours. (4 points)

Soit C un convexe complet non vide d'un espace pré-hilbertien H. Montrer que pour tout x ∈ H il existe un

unique y ∈ C tel que d(x, y) = d(x,C). On admet l'identité du parallélogramme.

Exercice 1. (6 points) On considère la fonction 2π-périodique sur R donnée par

f(t) =


π − t si t ∈ ]0, π] ,
0 si t = 0,
−π − t si t ∈ ]−π, 0[ .

a. Représenter graphiquement f . Est-elle continue par morceaux ? Justi�er.

b. Calculer les coe�cients de Fourier trigonométriques de f .

c. En déduire que la série de fonctions
(∑

n∈N∗
sin(nt)

n

)
converge simplement sur R et déterminer sa

somme. Converge-t-elle uniformément ? Converge-t-elle dans L2([−π, π]) ?

d. Calculer les sommes suivantes à l'aide de la série de Fourier de f :

∞∑
n=1

sin(n)

n
,

∞∑
n=1

1

n2
.

Exercice 2. (6 points)

On dit qu'une fonction f : R → C est à croissance modérée s'il existe n ∈ N telle que f(t) = o(tn) en +∞ et

−∞. On note E l'espace des fonctions f : R → C continues et à croissance modérée. On identi�e C[X] à un

sous-espace de E et on note C[X]n = {P ∈ C[X] | deg(P ) ≤ n}. Pour f , g ∈ E on pose

(f | g) =
∫ +∞

−∞
f(t)g(t)e−t2dt. (1)

a. Montrer que pour f , g ∈ E l'intégrale (1) converge.

Montrer que la formule (1) dé�nit un produit scalaire hermitien sur E.

b. On considère les intégrales In =
∫ +∞
−∞ t2ne−t2dt. On rappelle que I0 =

√
π (intégrale de Gauss).

Montrer qu'on a I1 =
1
2

√
π.

Pour la suite de l'exercice on admet les valeurs I2 =
3
4

√
π, I3 =

15
8

√
π.

c. Orthonormaliser la famille libre (1, X,X2) relativement au produit scalaire (1).

d. Déterminer le projeté orthogonal de X3 sur le sous-espace C[X]2 ⊂ E.

En déduire la distance d(X3,C[X]2) dans E.

exercice 3 au verso



Exercice 3. (5 points) On se place dans l'espace de Hilbert H = L2
2π des classes de fonctions f : R → C

2π-périodiques, mesurables et telles que |f |2 est intégrable sur [0, 2π]. La norme hilbertienne surH est donnée

par la formule ∥f∥2 = 1
2π

∫ 2π
0 |f(t)|2dt. On considère les fonctions suivantes dans H, pour tout n ∈ N∗ :

r+n : t 7→
√
2 cos(nt+ π

4 ), r−n : t 7→
√
2 cos(nt− π

4 ),
cn : t 7→ cos(nt), sn : t 7→ sin(nt).

On note également r0 la fonction constante égale à 1.

a. Montrer que la famille F = {r0, r+n , r−n ;n ∈ N∗} est orthonormée dans H.

On fera la liste des calculs à e�ectuer pour véri�er que F est orthonormée, et on e�ectuera uniquement

les calculs de ∥r+p ∥2 et (r+p | r−q ) pour p, q ∈ N∗.

b. Montrer que pour n ∈ N∗ �xé on a Vect(r+n , r
−
n ) = Vect(cn, sn).

c. Montrer que F est une base hilbertienne de H.

d. Soit f ∈ H telle que f ⊥ r−n pour tout n ∈ N∗. Montrer que∫ 2π
0 |f(t)|2dt = 1

2π

∣∣ ∫ 2π
0 f(t)dt

∣∣2 + 1
π

∑∞
n=1

∣∣ ∫ 2π
0 f(t) cos(nt+ π

4 )dt
∣∣2.

On rappelle les formules cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b), cos(a) cos(b) = 1
2(cos(a+ b) + cos(a− b)).


