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INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 1. Etudier la convergence des intégrales des fonctions suivantes sur les intervalles précisés :

2
- a: x+—>fentre()et+oo 7b:mr—>%entrelet+oo,
— ¢: 3+ —— entre 2 et +00, — d:z— /zln(z) entre 0 et 1,
— e: x> —z1— entre 0 et 3, — f:xz+— In(2x) entre 0 et 1,
- g:xwmen‘crelet 2, — h:xz— exp(—3z) entre 0 et +o0,
— i:x > exp(—2Inz) entre 1 et 400, - j:m»—>( )2 entre 0 et +oo.

Exercice 2. Etudier la convergence des intégrales des fonctions suivantes sur les intervalles précisés :

- a:x»—>1\n/(x%11) sur [1, +ool, - b:xHﬁsur[l,—km[,

— ¢:x > arctane* sur [0, +o0], - d:m»—)%snr [1, +o0],

— e:xw /In(z+ 1) — Vinz sur [1, 4o0], — frz— o+ 1— 224 22 sur [1, 4o0],
fg:x»%\;%sur]o,l], — h:iz— ——— sur]0,1],

- iz fsur[O 1], — jrz = 14+ xn(;f;) sur |0, +ool.

Exercice 3. Etudier la convergence des intégrales des fonctions suivantes sur les intervalles précisés :
- a:z—v—Inz sur]0,1], — b:a s 22 exp(—z) sur [0, +oo],

:x — exp(—VInx) sur [1, +o00],

: &+ exp(—x arctan z) sur [0, +o00],

cz — (chvInz)~2 sur 2, +oql.

— c¢:x— x(sinz)e™® sur [0, +ool, -

— e:x > xexp(fﬁ) sur [0, 4o00], -

> - o o

~ T Gie sur [2, +00], -

)z

Exercice 4. Etudier la convergence des intégrales des fonctions suivantes sur les intervalles précisés :

— a:x s sin(x?)e™2* sur [0, +o0], —bize 2% sw [1, +o00],
- cix— fsm(l) sur 10, 1], — d:x Lsin(z)sin(L) sur [1,4o0],
— ez bmﬁ%) sur [0, 400, — [z sin(lnz) sur |0, +oo.

Exercice 5. Discuter, suivant la valeur du parameétre o € R, la convergence des intégrales suivantes :

oo oo gng oo
I :/ x® arctan(z)dz, J :/ ——odr, K =/ 2% In(z + e*)dz.
0 o (I+a?) 0

Exercice 6. Calculer les intégrales suivantes, aprés avoir justifié leur convergence :

1 +oo +oo
lna: zlnz dz 1
I= J = ze Vidz, K= , L= —dz.
V1 /0 / $2 +1)2 /1 V1 + 22

+o0 1
Exercice 7. Pour tout a > 0 on pose I(a) = / %dx.
0 a‘ +x
a. Justifier I'existence de I(a) pour tout a > 0.
b. En effectuant le changement de variable = 1/y, montrer que I(1) = 0.

c. En effectuant le changement de variable = ay, déterminer la valeur de I(a) pour tout a > 0.



Exercice 8.

a. Montrer que l'intégrale I = fo T Ldt converge. Quelle est la nature de I; = fo lntdt et Iy = fol 11 de?

b. Montrer que pout tout x € |0, 1[ on a O‘T fgi fo lnt

2
c. En déduire que lim,_,; f 1% =1

d. Montrer grace a un DL que la fonction g : ¢ — = — —15 définie sur ]0, 1] a une limite en z = 1.

e. En déduire que lim,_,; f; g(t)dt = 0. On pourra écrire fm g(t)dt = fz g(t)dt — [7 g(t)dt
2 2
f. Pour z € ]0, 1], calculer ff AL
g. En déduire la valeur de I.

Exercice 9. Soit f : [0, +00o[ — R continue et 0 < a < b < +00. On suppose que U'intégrale de f(¢)/t converge en +oo.
a. Justifier I'existence des intégrales suivantes, pour z > 0 :

I(z) = Rl )dt J(z) = /+Oo wdt.

b. On suppose que f(0) =0 et on fixe ¢ > 0. Montrer qu’il existe a > 0 tel que |f(z)| < e pour tout = € [0, a].
En déduire qu’il existe 5 > 0 tel que |I(x)| < In(b/a)e pour tout = € [0, F].

c. Montrer que lim,_,o I(z) = In(b/a)f(0). On commencera par le cas f(0) = 0.

d. Montrer que I(z) = J(x) pour tout z > 0.

e. Démontrer la convergence de l'intégrale suivante et donner sa valeur :

_ [T fat) — f(0)
g [ o=t

Exercice 10. On cherche a calculer I'intégrale de Gauss G = f0+oo e~ dux.

a. On rappelle qu’on a e! > 1 + ¢ pour tout ¢ € R. Montrer que pour tout n € N* on a
U n u —n
Yu € [0,n] (1 — 7) <e™ et Yu>0 e "< (1 + 7) .
n n

b. Démontrer qu’on a, pour tout n € N* :

Vn 2\ " +oo 2\ "
/ (1—”3) da:gGg/ <1+x> dz.
0 n 0 n

On appelle I,,, J, les intégrales aux membres de gauche et de droite.
c. Grace a des changements de variables appropriés, relier I, et J, aux intégrales de Wallis W,, = fO% (cosz)™dz.

d. On rappelle que W, ~ /5-. Montrer que G = @

Exercice 11.

On consideére les fonctions g, h : R} — R données par les formules suivantes :

gty =, h(t)= e
a. Montrer que 'intégrale de g entre 1 et 400 converge.
On note alors G(z) = f;oo e~t’dt, pour tout z > 1.
b. Montrer que G(1) — G(z) = [} e~ dt. En déduire la limite de G(z) lorsque z tend vers -+oo.
c. Montrer grace a une IPP que G(z) = h(x) — f;oo 71z9(t)dt, pour tout z > 1.
d. Montrer que pour tout = > 1 on a ’f;oo #g(t)dt‘ < 5725G(x).
e. Montrer que G(x) ~ h(z) quand = tend vers +oo.
Exercice 12. On note H, = >} _; 1.
On se propose de retrouver I’équivalent H,, ~ In(n) a I'aide d’une comparaison série-intégrale.
a. Montrer que pour tout k> 1 on a [, b de <1< fk
b. En déduire que an e <H,—1< [ d;”.

c. Conclure.



